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			SINOPSIS 


			 


			Este libro es el facsímil anotado de El fundamento de la relatividad general, la obra cumbre de  Albert Einstein,  con la  que  éste  transformó  en 1915  la  comprensión del espacio y el tiempo, la estructura del universo y la imagen de la gravedad vigente desde Isaac  Newton.  Además  de  este clásico  de  la física,  se  reproduce en estas  páginas  el manuscrito original, comentado por Gutfreund y Renn, dos de los máximos conocedores de la obra de Einstein.  


			 


			Todo ello se acompaña de esclarecedores textos en los que los autores explican el contexto científico y los avatares que acompañaron la larga gestación de la teoría de la relatividad general desde 1905, así como el destino y vigencia de la misma. 
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			METATEMAS. LIBROS PARA PENSAR LA CIENCIA 


			COLECCIÓN DIRIGIDA POR JORGE WAGENSBERG 


			 




			
	    

	 	
	    
             


			A LA LUZ DE LOS CONOCIMIENTOS ADQUIRIDOS, EL LOGRO ESENCIAL SE NOS PRESENTA COMO UNA CONSECUENCIA CASI NECESARIA, QUE CUALQUIER ESTUDIANTE INTELIGENTE COMPRENDERÁ SIN MUCHA DIFICULTAD. SIN EMBARGO, DETRÁS ESTÁN LOS AÑOS DE INTENSA BÚSQUEDA EN LA OSCURIDAD, ACOMPAÑADOS DE UN ANHELO INTENSO, DE CICLOS DE OPTIMISMO Y DE DESAZÓN Y LA SALIDA FINAL A LA LUZ. SÓLO AQUELLOS QUE HAN CONOCIDO ESTA BÚSQUEDA LA COMPRENDERÁN. 


			 


			Albert Einstein, «Notas sobre el origen  


			de la teoría de la relatividad general», 1934 


			
	    

	 	
	    
             


			UNA BREVE OBSERVACIÓN SOBRE LA PUBLICACIÓN DE ESTA OBRA 


			 


			Queremos felicitar a los autores de esta obra por la iniciativa de presentar al lego la historia y el significado del gran logro intelectual de Albert Einstein: su teoría de la relatividad general. Este libro es el resultado del esfuerzo académico de sus autores, si bien su afiliación institucional tiene un valor simbólico añadido en este contexto. Albert Einstein, la Universidad Hebrea de Jerusalén y la Sociedad Max Planck forman un triángulo de relaciones que merece ser tenido en cuenta. 


			Albert Einstein fue uno de los fundadores de la Universidad Hebrea de Jerusalén. Además de ser miembro de su junta directiva, también ostentó el cargo de presidente de la comisión académica de dicha universidad. Con motivo de su inauguración en 1925, Einstein publicó una declaración de intenciones en la que escribió: «Una universidad es un lugar en el que se manifiesta la universalidad del alma humana», y expresó su deseo de que «nuestra universidad se transforme de forma rápida en un centro espiritual que evoque el respeto por la humanidad culta en el mundo entero». Este objetivo ha sido ampliamente alcanzado. 


			En 1950 Albert Einstein mostró la profundidad del compromiso que profesó durante toda su vida con la Universidad Hebrea al decidir donarle su verdadera riqueza personal (sus documentos personales y su patrimonio literario), lo que la convirtió en morada eterna de su legado intelectual. Hoy este legado conforma el Archivo Albert Einstein, un patrimonio cultural de suprema importancia para la humanidad. Sus contenidos son únicos y están formados por numerosos manuscritos, una abundante correspondencia y una gran cantidad de variado material adicional relacionado con este científico. El material de los archivos arroja luz sobre su polifacética obra científica, sus actividades políticas y su vida privada. La documentación ha permitido a los estudiosos recabar las ideas que condujeron a Einstein a la teoría de la relatividad general. Es precisamente este viaje intelectual el objeto de la presente obra.  


			Einstein envió el manuscrito de su teoría de la relatividad general a la Academia Prusiana de las Ciencias en noviembre de 1915. En 1917, fue nombrado primer director del Instituto de Física Kaiser Wilhelm. Después de que una de las predicciones de la nueva teoría fuese confirmada, apareció una edición del Berliner Illustrirte Zeitung con la fotografía de Einstein en la portada, en la que se declaraba de manera solemne que éste «era una nueva personalidad en la historia de la humanidad». Todo este reconocimiento acabó de forma trágica con la llegada de los nazis al poder, lo que convirtió a Einstein y a muchos de sus colegas de ascendencia judía en apátridas en su propia tierra. Después de la derrota de la Alemania nazi y tras la evidencia del sufrimiento infligido por ella a otros países, grupos étnicos y personas, Einstein rechazó numerosas invitaciones y ofrecimientos para regresar a Alemania y reincorporarse a sus instituciones científicas. Por ejemplo, Einstein fue invitado a formar parte de la recién formada Sociedad Max Planck (sucesora de la sociedad Kaiser Wilhelm) por su presidente Otto Hahn, invitación que aquél rechazó de forma clara y contundente. En 1947, Einstein se negó a autorizar la publicación de cualquiera de sus obras en Alemania. Esta actitud cambió en 1954, cuando aceptó que se publicase una nueva edición en alemán de su popular obra La teoría especial y general de la relatividad. 


			En 1959, la Sociedad Max Planck inició unos primeros contactos con el Instituto Weizmann de Israel, incluso antes de que se establecieran relaciones diplomáticas entre Alemania e Israel. Estos contactos fueron el comienzo de una larga y fructífera colaboración científica entre ambos países. En la actualidad, investigadores de la Sociedad Max Planck y sus colegas israelíes trabajan de forma conjunta en ochenta y ocho proyectos. Casi un cuarto de estos proyectos involucran a científicos de la Universidad Hebrea, lo cual demuestra lo bien que nuestras dos instituciones se complementan mutuamente. En el recién inaugurado Centro de Procesamiento Sensorial del Cerebro en Acción, coordinado de manera conjunta por la Sociedad Max Planck y la Universidad Hebrea, hemos unido nuestras fuerzas para arrojar luz sobre el funcionamiento de los circuitos neuronales, que son las unidades funcionales básicas del cerebro. 


			En relación con el tema de este libro, cabe decir que en numerosos institutos de la Sociedad Max Planck se está investigando la teoría de la relatividad general, sus consecuencias y su historia (el Instituto Albert Einstein en Golm y el Instituto Max Planck para la Historia de la Ciencia en Berlín son buenos ejemplos de ello). Entre 1999 y 2005 la Sociedad Max Planck llevó a cabo un proyecto de investigación histórico a gran escala para determinar la participación de su predecesora en crímenes nazis. Para celebrar el centenario del «año milagroso» de Einstein, los autores de este libro colaboraron representando a la Sociedad Max Planck y a la Universidad Hebrea de Jerusalén en la exposición Albert Einstein, el ingeniero jefe del universo, celebrada en Berlín en 2005. Los cien años del descubrimiento de la relatividad general han unido de nuevo a nuestras dos instituciones y servido de motivación a los autores para crear esta obra. Les estamos agradecidos por haber acometido la empresa.  


			 


			Profesor Menachem Ben-Sasson,  


			presidente de la Universidad Hebrea de Jerusalén; 


			profesor Martin Stratmann, presidente de la Sociedad Max Planck 


			
	    

	 	
	    
             


			PRÓLOGO 


			 


			Consideras el paso a la relatividad especial la idea fundamental de la relatividad, en lugar del paso a la relatividad general. Yo, por el contrario, pienso que es al revés. Creo que lo fundamental es la generalización de un sistema de referencia inercial, que es algo que actúa en todos los procesos sin experimentar ningún tipo de reacción en contrapartida. En principio, se trata de un concepto que, al igual que la noción de centro del universo de la física aristotélica, no debe recibir ningún privilegio.1 


			 


			El centenario en 1915 del descubrimiento de Einstein de la relatividad general fue una ocasión más que apropiada para la publicación de este libro, que presenta una edición anotada del artículo que culmina la transición de la relatividad especial a la general. Sus dos autores están sumamente cualificados para este cometido: Hanoch Gutfreund participó en la publicación de una elegante edición facsímil del manuscrito de Einstein de 1912 sobre la relatividad especial2 que contiene algunos documentos inéditos, necesarios para reproducir el desarrollo que llevó a la relatividad especial. Por su parte, Jürgen Renn fue un editor clave del cuaderno de Zúrich de Einstein de 1912,3 un documento fundamental para reconstruir el proceso que condujo a la teoría general. 


			Es importante recalcar que los pasos requeridos en el desarrollo de la relatividad general fueron revolucionarios. En muchos aspectos supusieron una ruptura con la física tradicional mayor que la implicada en los pasos que llevaron de la física de Newton-Galileo a la relatividad especial. Me permito mencionar aquí tres de estos pasos: 


			1. En primer lugar desaparece el concepto de región «vacía» del espaciotiempo. Como mínimo se va a tener un campo crono-geométrico (métrica) que regula el comportamiento de relojes y varillas ideales y un campo inercial-gravitatorio (conexión) que es compatible con el primero y que regula el movimiento libre de cuerpos materiales. Dentro de la vieja controversia entre los conceptos absolutos y relacionales de espacio y tiempo parecería difícil adoptar una postura a favor del primero. Parafraseando a Einstein: 


			 


			[Las componentes del tensor métrico] describen no sólo el campo sino, al mismo tiempo, las propiedades topológicas, métricas y estructurales de la variedad. [...] No existe el concepto de «espacio vacío», es decir, libre de campos.4 


			 


			Apelando a la vieja metáfora: 


			 


			En lugar de pensar en el espacio y el tiempo como en un escenario en el cual se representa el drama de la materia, tenemos que imaginar un teatro ultramoderno en el que el propio escenario se convierte en uno de los actores.5 


			 


			El paso 1 se expresa ahora así: no existe un escenario vacío, sin actores. 


			2. Continuando con la metáfora, podemos decir que las estructuras espaciotiempo ya no forman un escenario estático en el cual suceden diversos dramas con campos y materia: escenario y actores interactúan. Un nuevo drama necesita un nuevo escenario. No sólo se transforma la estructura local (en el sentido de porción finita) del espaciotiempo en un ente dinámico, sino que, además, la estructura global completa (en el sentido de la topología de toda la variedad) tampoco está dada a priori. Para cada solución local de las ecuaciones del campo gravitatorio es necesario encontrar la topología global de la extensión maximal de la solución que debe ser compatible con la estructura local del espaciotiempo dictaminada por la solución local.6 


			3. Finalmente, el escenario carece de propiedades independientes de la acción. No cabe representar el mismo drama en diferentes partes del escenario: cuando los actores se trasladan, se llevan el escenario consigo. Dicho de forma más prosaica: los puntos de la variedad elemental no tienen propiedades intrínsecas que permitan distinguir unos de otros. Todas estas distinciones dependen de la presencia de campos y materia. Muchos libros de texto de relatividad general aún denominan a los puntos elementales de la variedad «eventos», lo cual conlleva la implicación incorrecta de que la situación es parecida a la de las teorías físicas previas en las que los puntos sí pueden, a priori, distinguirse físicamente. Esta implicación distorsiona esta propiedad realmente revolucionaria de los puntos elementales. 


			El conjunto de estos tres pasos da lugar a una teoría independiente de cualquier estructura predeterminada: no hay actores ni hay nada predefinido. Einstein lo expresó de la siguiente manera: 


			 


			El concepto de espaciotiempo no implica su existencia como ente propio, sólo como propiedad estructural del campo.  


			 


			Si pensamos en regiones vacías, en las cuales sólo están presentes el campo crono-geométrico de la métrica y su correspondiente conexión inercial-gravitatoria, entonces las propiedades de los puntos de dicha región no pueden ser individualizadas por nada a excepción de los citados campos.  


			Recientemente he explicado esta idea como sigue: 


			 


			Uno de los avances más importantes en física teórica fue el paso de teorías dependientes de un espaciotiempo con estructuras predeterminadas y no dinámicas a teorías con un espaciotiempo no predeterminado y con una estructura dinámica. Todavía hoy hay físicos y filósofos que no han comprendido completamente el significado de este avance y menos aún lo han aceptado en la práctica. Es necesario suponer que en una región vacía del espaciotiempo los puntos no poseen ninguna propiedad individual inherente (y de hecho no hay ninguna relación espaciotemporal entre ellos) excepto aquello que sea determinado por algún tensor métrico. Por tanto la relatividad general se convirtió en la primera teoría totalmente dinámica y sin una estructura espaciotemporal predeterminada.7 


			 


			Pero no debemos pensar que éste es el final de la historia. Recordando la frase inmortal de Winston Churchill: «Esto no es el final. Ni siquiera es el principio del fin, pero tal vez es el final del principio».8 Visto de manera retrospectiva, el artículo de 1915 es la culminación de lo que he dado en llamar «la odisea de Einstein».9 Sin embargo, analizado de forma prospectiva, el artículo es el primer paso de un viaje intelectual que aún no ha concluido. El artículo, al igual que sucede con los textos que inician una nueva disciplina, tiene una función de punto de encuentro que recopila lo que ya es conocido y abre nuevos horizontes hacia el futuro. 


			Einstein nunca dudó de esto, ni siquiera en el momento de su mayor triunfo. En 1916 escribió lo siguiente: 


			 


			Parece que la teoría cuántica tendría que modificar no sólo la electrodinámica maxwelliana, sino también la nueva teoría gravitatoria.10 


			 


			Existe una bien conocida tensión entre los métodos de la teoría cuántica de campos y la estructura de la relatividad general. Los métodos de cuantización de las teorías que no incluyen a la relatividad general se basan en la existencia de una estructura espaciotemporal cinemática ya predeterminada que proporciona el «cuándo» y «dónde» para todos los eventos. Esta estructura espaciotemporal es necesaria para desarrollar el formalismo que se va a emplear en la cuantización de la teoría dinámica y, con la misma relevancia, para proporcionar una interpretación física de dicha teoría. Si un sistema preparado «aquí» y «ahora» se ve sujeto a ciertas interacciones dinámicas, ¿cuál será el resultado de efectuar una medida «después» y «allí»? 


			La relatividad general no sigue este esquema. Se trata de una teoría sin una estructura predeterminada, que carece de estructuras fijas, no dinámicas, y por tanto no posee una cinemática independiente de su dinámica. En una teoría semejante, las nociones de «aquí», «ahora», «allí» y «después» no forman parte de las preguntas acerca de un sistema físico, sino que son parte de las respuestas obtenidas sobre él. 


			No obstante, hay una esperanza: la relatividad general y la teoría cuántica de campos basada en la relatividad especial comparten una propiedad común en la que normalmente no se pone énfasis: la primacía de los procesos sobre los estados. El enfoque cuatridimensional que prima a los procesos en regiones del espaciotiempo es un aspecto básico para ambas teorías. El enfoque ideal de una teoría cuántica de la gravedad consistiría en adoptar un método de cuantización que no necesite una estructura espaciotemporal predeterminada y que considere la noción de proceso como una noción primaria.11 


			El desafío para encontrar este enfoque aún no ha sido superado. Pero incluso si se encuentra una cuantización satisfactoria de las ecuaciones de los campos gravitatorios de Einstein, la historia no concluirá ahí, como ya observó él mismo. A comienzos de 1917 escribió:  


			 


			No dudo de que tarde o temprano vendrá el día en que, por motivos que ni siquiera nos podemos imaginar, esta forma de entenderla [la gravitación] tendrá que dar lugar a otra fundamentalmente diferente. Creo que este proceso de profundización de la teoría no tiene límite.12 


			 


			JOHN STACHEL 



			
	    

	 	
	    
             


			PREFACIO 


			 


			Esta obra es una edición facsímil del manuscrito del artículo canónico de Einstein de 1916 sobre la relatividad general, un texto que cabe considerar uno de los logros intelectuales más elevados que una sola mente humana haya alcanzado jamás. 


			Cada una de las páginas del manuscrito está acompañada de breves comentarios que sirven de guía al no especialista para seguir los argumentos de Einstein y para situar su trabajo en un contexto intelectual e histórico amplio. Los textos aclaratorios abordan el contenido de cada página y los trasfondos históricos relevantes. Los diferentes comentarios se distinguen por la tipografía. Para facilitar una lectura fluida de los comentarios, la bibliografía y las sugerencias de lecturas complementarias relacionadas con el contenido de cada página se han relegado al final del libro. 


			La reproducción del manuscrito está precedida por una exhaustiva introducción histórica que narra la evolución de la relatividad general hasta su completa madurez como teoría científica. La introducción y los comentarios al texto manuscrito cuentan esencialmente la misma historia pero con un estilo diferente, con un formato diferente y a veces con un detalle de exposición diferente. Con este enfoque dual esperamos ayudar al lector a apreciar el desarrollo desde diferentes perspectivas y a escoger la variante que más le satisfaga. 


			La ventaja de presentar la historia sobre el trasfondo del manuscrito de Einstein se explica en el prólogo, «El encanto de un manuscrito». En éste también se detalla el traslado del manuscrito desde Berlín, donde fue escrito, hasta su morada eterna en la Universidad Hebrea de Jerusalén, donde se conservan los artículos científicos de Einstein. Al manuscrito le sigue un epílogo que explica las consecuencias de la teoría y sus implicaciones cosmológicas más inmediatas. De hecho, el artículo de 1916 no refleja las convicciones últimas de Einstein sobre ciertos aspectos de la relatividad general. Con el fin de orientar al lector acerca de los acontecimientos sucedidos entre 1905 y 1932, incluimos una cronología que abarca la génesis y los años de formación de la relatividad general. Para beneficio del lector con conocimientos científicos avanzados, incluimos la traducción al español del artículo de Einstein de 1916. 


			Otro elemento útil lo constituye un glosario con los nombres de científicos y filósofos relevantes para el pensamiento de Einstein, acompañado de su imagen y una breve biografía. Este glosario demuestra de forma explícita lo que de manera implícita aparece en el texto: Einstein mantuvo una tupida red de contactos e intercambios con amigos y colegas al tiempo que lidiaba con el desafío de crear su propia teoría de la gravitación. Nuestro agradecimiento a Giuseppe Castagnetti por escribir las notas biográficas y a Beatrice Hilke por su ayuda con las imágenes. 


			Los hechos que presentamos son conocidos por pocos pero resultan de interés para muchos, ya que se ocupa de uno de los puntos de inflexión más importantes de la historia de la ciencia. Pretendemos hacer accesible al gran público el desarrollo de este acontecimiento. 


			Con el fin de dar a la obra un aire anecdótico y más ligero, decidimos intercalar en el texto las ilustraciones de Laurent Taudin, preparadas al estilo de viñetas. Agradecemos a Laurent su creatividad y su gran capacidad para captar la esencia del asunto. 


			Queremos agradecer a Ingrid Gnerlich, de Princeton University Press, el apoyo recibido a través de las diferentes etapas de la elaboración y a los revisores anónimos designados por Princeton University Press por sus sugerencias, que hemos seguido. Queremos enviar un agradecimiento especial a nuestros colegas y amigos Jean Eisenstaedt, Robert Schulmann y Bernard Schutz por su lectura crítica de versiones preliminares de este libro. En particular nos gustaría dar las gracias a nuestros amigos Michel Janssen y John Stachel, cuyas sugerencias fueron especialmente útiles en la mejora del texto. 


			Nuestro agradecimiento también al personal de los Archivos Albert Einstein de la Universidad Hebrea por la atención recibida, en especial al director, Roni Grosz, a Barbara Wolff y a Chaya Becker. Damos también las gracias a Diana Kormos-Buchwald, editora general del Einstein Papers Project [Proyecto Artículos de Einstein], por habernos permitido tomar numerosas citas de los volúmenes publicados de The Collected Papers of  Albert Einstein y por su constante apoyo personal durante la preparación de nuestra obra. 


			Este proyecto tiene una deuda especial con dos instituciones que estuvieron directa e indirectamente involucradas en su gestación. La Universidad Hebrea nos autorizó a utilizar el manuscrito original de Einstein y demás material documental, y el Instituto Max Planck para la Historia de la Ciencia fue el lugar donde se creó el proyecto. Estamos agradecidos a ambos por el apoyo prestado. 


			Finalmente, expresamos nuestro afectuoso y agradecido reconocimiento a la inapreciable labor editorial y apoyo profesional de Lindy Divarci. 


			
	    

	 	
	    
             


			EL CAMINO HACIA LA RELATIVIDAD 


			
	    

	 	
	    
             


			EL  ENCANTO  


			DE UN MANUSCRITO 


			 


			Los manuscritos de documentos importantes para la historia de la humanidad y la correspondencia de personalidades relevantes están disponibles en un formato impreso fácilmente accesible. No obstante, los escritos originales mantienen su encanto, y provocan el interés y una atracción estética. Se encuentran en exposiciones y los coleccionistas los compran en subastas públicas. Tales documentos originales nos proporcionan un sentido de familiaridad con el autor y nos permiten echar una mirada al proceso que posibilitó su trabajo. La diferencia entre un manuscrito original y una copia impresa es parecida a la diferencia entre una obra de arte original y su reproducción, como escribió Walter Benjamin en su libro La obra de arte en la época de su reproductibilidad técnica. En él escribe: «Incluso la reproducción más perfecta de una obra de arte carece de un elemento: su presencia en el espacio y el tiempo, su existencia única en el lugar donde sucede».1 

			En las etapas iniciales de su trayectoria profesional, Einstein no prestó atención a este aspecto de su trabajo escrito y normalmente se deshacía de los manuscritos originales tan pronto como sus artículos eran publicados en formato impreso. Por consiguiente, no disponemos de ningún manuscrito original de sus artículos de 1905 (su «año milagroso»). Sin embargo, existe una versión manuscrita de su artículo de 1905 sobre la teoría especial de la relatividad titulado «Zur Elektrodynamik bewegter Körper» [Sobre la electrodinámica de los cuerpos en movimiento].2 El propio Einstein escribió a mano esta versión en 1944 para contribuir al esfuerzo de guerra. Tras ser subastado consiguió recaudar 6,5 millones de dólares. En la actualidad se conserva en la Biblioteca del Congreso de Estados Unidos. 

			El artículo científico manuscrito de Einstein más antiguo que se posee es un review*  de setenta páginas acerca de la teoría especial de la relatividad. Se escribió por encargo del editor del Handbuch der Radiologie [Manual de Radiología] que publicaba volúmenes anuales de reviews sobre los avances en diversos campos científicos. Debido a retrasos en la publicación y al estallido de la primera guerra mundial, este artículo nunca llegó a publicarse. El manuscrito quedó en poder de la editorial y en 1995 salió a subasta en Sotheby's (Nueva York). El banquero Edmon Safra compró el manuscrito y lo donó al Museo de Israel en Jerusalén, en un gesto hacia su ilustre alcalde Teodor «Teddy» Kollek. El museo enmarcó y colgó en la pared cada página, como si se tratase de una obra de arte, lo que atrajo a una cantidad de público significativa.3 Aunque la mayoría de los visitantes no comprendían el contenido, el idioma y/o la letra de las páginas manuscritas, quedaron admirados y fascinados por la exposición. Éste es el efecto que tales manuscritos producen. 
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			Biblioteca MPIWG  


			(Max-Planck-Institut für Wissenschaftsgeschichte). 


			 


			El manuscrito que reproducimos en estas páginas señala la conclusión de la odisea intelectual de Einstein que culminó en su teoría de la relatividad general.4 Aproximadamente dos meses después de la presentación de su teoría ante la Real Academia Prusiana de las Ciencias, Einstein escribió a Lorentz: «Mi serie de artículos sobre gravitación se puede ver como un conjunto de vías equivocadas encadenadas que no obstante se acercaron cada vez más a los objetivos. Por eso las fórmulas básicas están bien pero su deducción es pésima; aún hay que corregir este defecto».5 Sin haber eliminado lo que para él era una complicación evitable, el 19 de marzo de 1916 Einstein envió el artículo para su publicación a Wilhelm Wien, el editor de Annalen der Physik, la revista de física más importante de la época. En la carta al editor, Einstein le informaba de que había acordado con la editorial una publicación adicional del artículo como una separata. El artículo, titulado «El fundamento de la relatividad general», se publicó el 11 de mayo en Annalen  der Physik y también como separata. 


			El manuscrito de la relatividad general forma hoy parte de los Archivos Albert Einstein en la Universidad Hebrea de Jerusalén. Cómo acabó allí es una historia complicada cuyos detalles no son del todo conocidos. Al parecer, Einstein entregó el manuscrito a un amigo suyo, el astrofísico Erwin Freundlich, con el que mantenía un debate abierto sobre posibles observaciones experimentales de fenómenos predichos por la nueva teoría relativista de la gravitación. En 1920 Freundlich fue uno de los fundadores del Einstein Donation Fund, organismo que apoyaba la construcción de la Torre de Einstein en Potsdam y cuya finalidad era la realización de las observaciones mencionadas. Se desconoce cuándo y por qué Einstein dio el manuscrito a Freundlich. La naturaleza de este «regalo» se convirtió en objeto de disputa entre ellos y hacia finales de 1921 la relación entre los dos colegas y amigos se había deteriorado. Einstein presentó su dimisión como miembro del patronato y exigió a Freundlich la devolución del manuscrito. En una dura carta a Freundlich escribió: 
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			Erich Mendelsohn: bocetos para el diseño de la Torre de Einstein, 1918. bpk / Kunstbibliothek, Staatliche Museen zu Berlin. 


			 


			En lo que respecta a mi manuscrito, te rogaría que me lo devolvieses inmediatamente y sin perder más tiempo con palabrerías. Ya te había pedido que me lo devolvieses en verano y me habías prometido por escrito enviármelo nada más regresar de tu periplo estival. Dado que esto no fue lo que sucedió, mi mujer te escribió una carta sobre el asunto que quedó sin respuesta. Ahora dices que yo en algún momento te cedí el manuscrito, lo cual no se corresponde en absoluto con la realidad. Por si esto fuera poco, has hecho gestiones a mis espaldas para vender el manuscrito en el extranjero, como tú mismo me dijiste. Espero que cumplas con tu deber sin que tenga que volver a llamarte otra vez la atención.6 


			 


			Einstein reiteró la historia del manuscrito en una carta a Arnold Berliner,7 editor de la revista Naturwissenschaften, que intentó mediar en la disputa. Einstein concluyó: «Debido a su conducta, no deseo volver a tener ningún trato con Freundlich. Ya no se trata del manuscrito, se trata de la persona, en la que he dejado de confiar». El borrador de la carta manuscrita contiene una frase que Einstein tachó: «Auf das Manuscript verzichte  ich hiermit: mit Freude daran» [Renuncio al manuscrito, y me alegro de ello]. 


			Freundlich devolvió el manuscrito y en abril de 1922 Einstein encargó su venta al industrial y filósofo de la ciencia Paul Oppenheim, al cual le dejó las siguientes instrucciones: «La Universidad Hebrea de Jerusalén recibirá la mitad de los beneficios y de la otra mitad puedes disponer como te dicte tu conciencia».8 Por tanto Einstein dejó al arbitrio de Oppenheim la decisión sobre la pretensión de Freundlich relativa a la propiedad del manuscrito, aunque en una posdata se mostró convencido de que Freundlich no tenía ningún derecho y que su actuación había sido deshonesta. Oppenheim era amigo de ambos contendientes y no quería hacer de juez entre ellos, muy al contrario, deseaba restablecer la amistad del pasado. 


			En julio de 1923, Einstein tomó otra determinación y pidió a Heinrich Loewe, miembro destacado de la Dirección de Cursos de Admisión de la Universidad Hebrea y de la Biblioteca Nacional Judía de Jerusalén, que vendiese el manuscrito. En esta ocasión, las instrucciones para la distribución de los beneficios eran muy específicas. Debían ser repartidos a partes iguales entre la biblioteca de Jerusalén, el Patronato Albert Einstein, un fondo de pensiones destinado a la señora Freundlich y el propio Einstein, que donaría su parte a obras benéficas. Estas instrucciones fueron confirmadas en una carta de Loewe a Einstein.9 


			El manuscrito no fue vendido y su destino se revela en la correspondencia entre Einstein y su mujer Elsa, cuando el primero pasó dos meses de 1925 en Sudamérica. Sólo se conservan las cartas de Einstein, por lo que se desconoce qué fue lo que Elsa le escribió. En abril de 1925, en una postdata, Einstein indica: «No des el manuscrito a nadie, mi querida Elsa. [...] El tiempo no es ahora propicio para venderlo, es mejor después de mi muerte».10 Einstein desconocía que el 19 de marzo, Leo Kohn, actuando en nombre de la junta directiva de la Universidad de Jerusalén, ya había recibido el manuscrito de manos de Elsa. El documento11 que confirmaba la transacción y que estaba firmado por Kohn estipulaba que el manuscrito debía ser devuelto «sin dilación al profesor Einstein en el supuesto de que la aceptación por parte de la universidad del manuscrito le supusiera algún inconveniente». El documento también establecía que la señora Einstein debía recibir dos mil marcos que tenían que ser transferidos al Patronato Albert Einstein de Potsdam para uso del profesor Freundlich, y la suma de cuatrocientos marcos tenía que quedar en poder de la señora Einstein para distribuir en sus obras pías. 


			Cuando recibió la noticia de que el manuscrito se hallaba de camino a Jerusalén, Einstein escribió con alivio a Elsa en una carta fechada el 23 de abril: «Me alegro de haberme librado del manuscrito y te agradezco que me hayas hecho este servicio por amor (Liebesdienst); es mejor esto y no que acabe en el fuego o vendido».12 


			La Universidad Hebrea custodia el manuscrito original de la relatividad general desde su inauguración, el 1 de abril de 1925, y éste es una de sus posesiones más preciadas. El manuscrito completo fue exhibido por vez primera en una exposición para celebrar el cincuenta aniversario de la Academia de Ciencias Israelí. Cada una de sus cuarenta y seis páginas fue introducida en una caja con iluminación y microclima controlados. Al igual que ya ocurriera con su predecesor de 1912, el manuscrito atrajo a una multitud de interesados y entusiasmados visitantes. 
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			En 2013 la Agencia Espacial Europea envió al espacio un vehículo automático de transporte de carga (ATV-4 por sus siglas en inglés) llamado «Albert Einstein», con la misión de trasladar suministros y equipamiento a la Estación Espacial Internacional. Entre estos suministros se hallaba la primera página del manuscrito objeto del presente libro, que fue firmada por el astronauta Luca Parmitano a bordo de la estación espacial como gesto simbólico para reconocer la importancia del manuscrito y de lo que representa para la historia de la humanidad. 


			Ésta es la historia de un solo manuscrito, pero que posee una gran importancia. En los Archivos Albert Einstein de la Universidad Hebrea existen muchos manuscritos parecidos, los cuales constituyen capítulos de inspiración de la historia de la física. En la actualidad se está procediendo a su edición y estudio por parte de historiadores de la ciencia en el Instituto de Tecnología de California y en otros lugares, dentro del marco del Proyecto Artículos de Einstein. Todos ellos arrojaron luz sobre el proceso creativo de la ciencia en los años formativos de la física moderna.  


			
	    

	 	
	    
             


			HACIA LA RELATIVIDAD GENERAL. LA ODISEA INTELECTUAL DE EINSTEIN 


			 

            [image: ]

             


			Einstein y la manzana de Newton: la ingeniosa intuición de Newton le permitió concluir que el movimiento de una manzana al caer y el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra se describen con la misma ley física: la ley de la gravitación universal. 


			 


			Los famosos artículos de Einstein de 1905 hicieron tambalearse los cimientos de la física clásica.1 Pusieron en tela de juicio la descripción ondulatoria de la luz, aportaron pruebas contundentes de la existencia del átomo, introdujeron una nueva comprensión del espacio y el tiempo y establecieron que la masa era una forma de energía. Pronto quedó en evidencia que la revolución sobre nuestra percepción del espacio y el tiempo comenzada en 1905 con la formulación por parte de Einstein de la teoría especial de la relatividad era incompleta. Los intentos de incorporar la ya establecida ley de la gravitación de Newton en el nuevo formalismo fueron infructuosos, en tanto en cuanto no se prescindiese de los principios básicos de la mecánica. Aunque esto no presentaba un problema apremiante para los resultados experimentales de la época, sí condujo a Einstein a replantearse en 1907 las nociones de espacio y tiempo presentes en la teoría especial y el resultado fue la continuación de la revolución con su teoría de la relatividad general, formulada en 1915. 


			Las consideraciones que siguen presentan al lector el desarrollo de las ideas y puntos de vista de Einstein durante su batalla de ocho años para conseguir formular una teoría de la relatividad general que cumpliese los requisitos físicos y matemáticos impuestos al comienzo de sus investigaciones. Muchos de los aspectos que describimos a continuación reaparecerán en las notas aclaratorias de las respectivas páginas del manuscrito. Sin embargo, antes de entrar en detalle, quisiéramos contar la historia tal y como sucedió, con todos sus dilemas, caminos equivocados, falsas interpretaciones y comprensiones erróneas que el propio Einstein reconoció haber sufrido en su tortuoso camino hacia el objetivo final.  


			 


			UNA HISTORIA DE TRES CIUDADES: PRAGA, ZÚRICH Y BERLÍN 


			 


			John Stachel, especialista en Einstein, considera que el desarrollo de la relatividad general es un drama en tres actos.2 De acuerdo con esta interpretación, el primer acto sucedió en 1907, con el enunciado de la idea fundamental, que Einstein denominó «el principio de equivalencia». El segundo acto tuvo lugar en 1912, cuando Einstein descubrió que era posible describir matemáticamente el campo gravitatorio usando diez funciones de las coordenadas espaciotemporales, que constituyen el tensor métrico de una geometría no euclidiana. El tercer acto, con su «final feliz», ocurrió en noviembre de 1915 con la formulación de las ecuaciones del campo gravitatorio y la explicación del anómalo avance del perihelio del planeta Mercurio. 


			Proponemos un guión diferente para esta secuencia dramática, un guión que explore su geografía. Einstein concibió la idea del principio de equivalencia cuando aún era un empleado de la oficina de patentes de Berna y la publicó en un review sobre relatividad especial en 1907. En él, Einstein estudió algunas de las consecuencias más inmediatas del principio de equivalencia, como son la curvatura de los rayos de luz en un campo gravitatorio y el efecto de la gravedad sobre la medida del tiempo. Es un preludio del «drama real» que comenzó en 1911, cuando Einstein llegó a Praga. Después de una pausa de cuatro años, Einstein retomó su interés en la gravitación trabajando activamente en este campo, de forma casi exclusiva y a veces de manera obsesiva, hasta su logro triunfal. Llamaremos a este periodo «Historia de tres ciudades». Cada una de ellas fue el escenario de un capítulo específico en este proceso. Cada una ofrecía un ambiente socio-político distinto y además cada una se corresponde con una etapa diferente de la vida familiar de Einstein. La influencia de estas circunstancias en su obra aparece en varias biografías. 


			PRAGA. En 1909 Einstein fue nombrado catedrático extraordinario de la Universidad de Zúrich. Era la primera vez que obtenía un puesto de cierto prestigio académico y público. Menos de seis meses después fue propuesto para cubrir una vacante de catedrático en la sección de habla alemana de la Universidad Carolina de Praga, un puesto todavía más prestigioso que el de Zúrich. Su candidatura tuvo un gran valedor en Anton Lampa, catedrático de Física Experimental, vehemente seguidor de Mach y que albergaba la esperanza de que Einstein promoviese las ideas de este último.3 


			Tras algún retraso, y a pesar de la inquietud de su esposa Mileva por tener que dejar Zúrich, donde se sentía a gusto, y a pesar también de las gestiones de los estudiantes ante los responsables de la Universidad de Zúrich para que se esforzaran en mantener a Einstein, éste finalmente aceptó la oferta de la Universidad Carolina y se trasladó a Praga en abril de 1911. 

			En Praga Einstein escribió once artículos científicos, seis de los cuales tenían como objeto la relatividad. En el primero, publicado en 1911, abordaba la desviación de la luz y el corrimiento al rojo bajo la influencia de un campo gravitatorio, efectos ya descubiertos por el propio Einstein en 1907,4 pero estudiados ahora desde un punto de vista observacional. En los artículos de Praga, Einstein se concentró en el desarrollo de una teoría del campo gravitatorio estático basada en el principio de equivalencia. Igual que sucede en la teoría newtoniana, esta nueva teoría incluía un potencial gravitatorio representado por una única función escalar obtenida a partir de una noción de velocidad de la luz variable. En este punto ya había concebido algunas de las ideas fundamentales de la teoría de la relatividad general en su forma acabada, entre ellas, el hecho de que la fuente del potencial gravitatorio no sólo la constituyen los cuerpos masivos sino que ésta también proviene del propio campo gravitatorio, en virtud de la equivalencia entre energía y masa gravitatorias. En cualquier caso, Einstein mantuvo hasta el final de este periodo la suposición de que cabía representar el campo gravitatorio con una única función escalar (la velocidad de la luz depende del punto del espacio escogido) y la teoría así desarrollada sólo era aplicable al caso de un campo gravitatorio estático. 
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			«En Praga hallé la concentración necesaria para desarrollar la idea fundamental de la teoría de la relatividad.» 


			 


			Es interesante tener en cuenta que el trabajo de Einstein en Praga sobre gravitación fue realizado en gran medida dentro del marco de una controversia con el físico Max Abraham, famoso por sus contribuciones a la electrodinámica y a la teoría del electrón. Abraham fue el primero en publicar (en enero de 1912) una teoría completa del campo gravitatorio formulada en el contexto del espaciotiempo cuatridimensional de Minkowski.5 Einstein quedó impresionado en un primer momento por este trabajo pero después reaccionó con escepticismo. En una carta a su amigo Besso, escribió: «Al principio (durante catorce días) también yo estuve engañado por la belleza y la simplicidad de sus fórmulas».6 Cabe no obstante destacar que en los debates subsiguientes entre Einstein y Abraham, ambos desarrollaron puntos de vista importantes sobre la materia. 


			En el prólogo de la edición checa de su famoso libro de divulgación de 1923, Sobre la  teoría especial y general de la relatividad explicada en términos sencillos, Einstein escribió lo siguiente a propósito de su trabajo en Praga:7 


			 


			Me satisface que esta breve obra [...] se publique ahora en la lengua del país en el que hallé la concentración necesaria para desarrollar la idea fundamental de la teoría de la relatividad que ya había concebido en 1908 [debe querer decir 1907]. En las tranquilas habitaciones del Instituto de Física Teórica de la sección alemana de la Universidad de Praga, situado en la calle Vinicna, descubrí que el principio de equivalencia implica una curvatura observable de los rayos de luz en las proximidades del Sol. [...] También fue en Praga donde descubrí el corrimiento al rojo de las líneas espectrales. [...] Sin embargo la idea clave de la analogía entre la formulación matemática de la teoría y la teoría gaussiana de superficies la tuve en 1912, tras mi vuelta a Zúrich, sin estar yo en aquel momento al corriente de los trabajos de Riemann, Ricci y Levi-Civita. La primera vez que supe de la existencia de éstos fue a través de mi amigo Grossmann. 


			 


			ZÚRICH. En 1911, Marcel Grossmann fue nombrado decano del departamento de Física y Matemáticas de la Escuela Politécnica Federal de Zúrich (ETH por sus siglas en alemán). Una de sus primeras iniciativas como decano fue escribir a Einstein preguntándole si no estaría interesado en regresar a Zúrich para incorporarse a la escuela. Einstein aceptó la oferta, tras declinar otras anteriores de Utrecht y de Leiden, que resultaban tentadoras debido a la proximidad de colegas como H.A. Lorentz. Cualesquiera que fuesen las razones de Einstein para escoger Zúrich en lugar de Leiden o Utrecht, su decisión de aquel momento resultó ser la acertada. Poco después de regresar allí en agosto de 1912, Einstein comenzó una fructífera colaboración con Grossmann, que fue clave para el desarrollo de la relatividad general. 


			Durante su estancia en la ciudad suiza, Einstein elaboró tres documentos que tuvieron un papel significativo en la búsqueda de una teoría general de la gravitación: el cuaderno de Zúrich, el artículo «Entwurf» de Einstein y Grossmann, y el manuscrito de Einstein-Besso. El contenido y la importancia de estos documentos se analiza en las secciones correspondientes de nuestro estudio de la ruta seguida por Einstein en el desarrollo de la relatividad general, por lo que aquí sólo hacemos una breve descripción de los mismos. 


			El cuaderno de Zúrich contiene las notas de Einstein relativas a la fase intermedia de su búsqueda de una teoría relativista de la gravitación. En esta fase Einstein, con la ayuda de Grossmann, se dedicó a estudiar los conceptos y los métodos del cálculo tensorial y la geometría riemanniana. El cuaderno consta de noventa y seis páginas, no todas ellas dedicadas a la relatividad, aunque Einstein lo tituló «Relativität». Escribió las notas entre mediados de 1912 y comienzos de 1913. Einstein comenzó a escribir a la vez en la primera y en la última página del cuaderno, y las entradas se acaban encontrando de forma invertida en una página situada aproximadamente hacia la cuarta parte del cuaderno. Se trata de un documento fundamental en la historia de la ciencia y tiene una importancia capital para nuestra comprensión de los orígenes de la teoría de la relatividad general.8
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			«Con la ayuda de un amigo matemático [Grossmann], aquí [en Zúrich] superaré todas las dificultades.» 


			 


			El cuaderno de Zúrich contiene el esquema básico de la teoría covariante general pero, como se describe a continuación, la comprensión de la misma todavía no había alcanzado una madurez adecuada, por lo que Einstein acabó por abandonar esta teoría. En su lugar, Einstein y Grossmann publicaron el artículo cuyo título en inglés es «Outline of a Generalized Theory of Relativity and of a Theory of Gravitation» [Esquema de una teoría generalizada de la relatividad y una teoría de la gravitación], que dio lugar a la denominación de «Teoría Entwurf», que proviene del título en alemán (Entwurf se puede traducir por «Esquema»).9 Dejando de lado algunas carencias de la teoría y a pesar de que no cumplía el requisito inicial de Einstein sobre la covariancia general, éste acabó convenciéndose de que era lo mejor que se podía hacer y se mantuvo en dicha convicción hasta el verano de 1915. 


			El denominado Manuscrito de Einstein-Besso es una colección de aproximadamente cincuenta páginas de cálculos manuscritos, la mitad de ellas escritas por Einstein y la otra mitad por Besso. Este documento contiene un cálculo del avance del perihelio de Mercurio basado en la Teoría Entwurf y un cálculo del tensor métrico en un sistema de referencia en rotación.10 


			El Departamento de Interior suizo aprobó la solicitud de la Escuela Politécnica Federal de una plaza de catedrático para Einstein. Sin embargo sólo ocupó el puesto durante tres semestres. Einstein estaba muy solicitado y la siguiente oferta irrenunciable vino de Berlín. 

			BERLÍN. En 1913 Max Planck fue elegido secretario de la Real Academia Prusiana de las Ciencias. Poco después de su elección, comenzó una campaña para nombrar a Einstein miembro de la academia. En julio de 1913, Plank acudió a Zúrich junto con Walther Nernst para proponer a Einstein una tentadora oferta que constaba de tres partes: elección como miembro de la academia acompañada de una generosa dotación económica, nombramiento de director del Instituto de Física Kaiser Wilhelm, un cargo sin tareas administrativas reales, y una plaza de catedrático de Física de la Universidad de Berlín sin obligaciones docentes. 
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			«¿Sabes? Ella [Else Löwenthal] fue la razón principal de mi venida a Berlín.» 


			 


			Einstein aceptó la oferta, y dio diversas razones acerca de su decisión a diferentes personas. A Lorentz le escribió: «No resisto la tentación de aceptar un puesto en el que estoy exento de responsabilidades, con lo que me puedo entregar completamente al pensamiento».11 Sin embargo, a su buen amigo Heinrich Zangger le confesó que la causa principal de haber aceptado la oferta era poder estar cerca de su prima Elsa, a quien estaba cortejando de forma apasionada y que posteriormente se convertiría en su segunda esposa: «A pesar de estar en Berlín, vivo en una soledad aceptable. Porque aquí tengo algo que hace la vida un poco más apacible, una mujer con la que me siento muy identificado. ¿Sabes? Ella fue la razón principal de mi venida a Berlín».12 


			En noviembre de 1913, su majestad real e imperial Guillermo II confirmó la elección de Einstein como miembro permanente de la sección físico-matemática de la academia. A la edad de treinta y cuatro años, Einstein se convirtió en la persona más joven que jamás hubiese ostentado tal distinción. 


			Poco después de la llegada de Einstein a Berlín, estalló la primera guerra mundial. La realidad de la guerra lo forzó a abandonar su torre de marfil para manifestarse políticamente en contra de la permanencia de Alemania en la primera guerra mundial. En Berlín, Einstein se cruzó con el fenómeno del antisemitismo y tomó conciencia, más que nunca, de su identidad judía.13 Durante su estancia en la capital alemana, la relación con Mileva fue deteriorándose hasta llegar a la ruptura (Mileva y los niños regresaron a Zúrich). En medio de todo esto, Einstein continuó con su trabajo científico y, de acuerdo con su propio testimonio, con más intensidad que nunca.  


			Einstein siguió desarrollando la Teoría Entwurf de la gravitación (su teoría conjunta con Grossmann) y sugirió nuevos argumentos en favor de su validez. Su satisfacción con esta teoría llegó a un punto tal que decidió resumirla en un review en octubre de 1914, cuyo título era «Die formale Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie»14 [El fundamento formal de la teoría de la relatividad general], que fue publicado en las actas de los encuentros de la Real Academia Prusiana de las Ciencias. Antes de un año ya se había arrepentido de esta decisión.  


			Las dudas de Einstein sobre la Teoría Entwurf aumentaron en el verano de 1915. Finalmente abandonó la teoría y, en un arranque súbito de creatividad y trabajo intenso, completó en noviembre de aquel año su teoría de la relatividad general. 


			Einstein confraternizó con Max Planck, Walther Nernst y muchos otros durante su periodo en Berlín, que en aquella época era la capital mundial de la física. Incluso durante las carencias de los años de guerra, la atmósfera creativa de la ciudad se mantuvo, al igual que el trabajo habitual de la comunidad de físicos. Gerald Holton, pionero en el estudio de la figura de Einstein en su contexto filosófico e histórico, trató de este modo el asunto:15 «¿Cómo influyeron esas circunstancias en la habilidad única de Einstein para desarrollar la relatividad general en Berlín entre 1915 y 1917? ¿Podría haberlo hecho si hubiese aceptado otra jugosa oferta de otra ciudad en otro país?». La respuesta de Holton es contundente: «Ninguna otra persona en ninguna otra ciudad aparte de Einstein en Berlín podría haber ideado la relatividad general». Desde luego, ello no hubiese sido posible sin la ayuda de sus amigos de Zúrich.  
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			Incluso con el tren en movimiento, el café siempre cae dentro de la taza. Es el principio clásico de relatividad. 


			 


			EL DESAFÍO DE LA GRAVITACIÓN 


			 


			La teoría de la relatividad especial de 1905 había establecido una nueva comprensión del espacio y el tiempo y por tanto era necesario que todas las demás interacciones físicas encajasen en este nuevo marco. Además, la nueva teoría había combinado las leyes de conservación de la energía y del momento en una única ley y había probado que la masa es una forma de energía. Las consecuencias de esta teoría podían expresarse de forma adecuada con un formalismo matemático nuevo desarrollado por Hermann Minkowski, antiguo profesor de Einstein en la Escuela Politécnica de Zúrich. Este formalismo16 combina el espacio y el tiempo en una única entidad, el espaciotiempo, y asigna una distancia geométrica a cada par de eventos físicos que suceden en posiciones diferentes e instantes diferentes. Normalmente los puntos del espaciotiempo se denominan eventos porque se caracterizan por una posición y un instante de tiempo. La distancia geométrica al cuadrado es simplemente el cuadrado de la separación temporal de los eventos menos el cuadrado de su separación espacial. Los observadores que se mueven con velocidad constante unos con respecto a otros pueden calcular este valor usando sus posiciones respectivas y sus medidas de tiempo y todos obtendrán el mismo resultado. Dicho de otra manera, el espaciotiempo de Minkowski posee una noción «métrica» que permite medir la distancia entre eventos. Podemos comparar esta noción con la noción común de medida para calcular distancias entre puntos de un espacio tridimensional euclidiano: súmese los cuadrados de las diferencias entre las correspondientes coordenadas cartesianas. 


			No fue complicado adaptar el electromagnetismo al nuevo marco espaciotemporal de la teoría especial de la relatividad, que de hecho tuvo en la electrodinámica de Maxwell una de sus fuentes de inspiración. Sin embargo la gravitación, esto es, la fuerza gravitatoria entre dos masas, presentaba una serie de problemas al respecto. Dado que la ley de la gravitación de Newton, en su forma clásica, presupone una acción a distancia instantánea, no podía ser compatible con la teoría especial de la relatividad. Una de las consecuencias de la relatividad especial es que las interacciones físicas no pueden propagarse con una velocidad superior a la velocidad de la luz en el vacío. Por tanto era necesaria una nueva teoría de la gravitación, pero no estaba claro qué apariencia podía tener dicha teoría, cuáles eran las suposiciones heurísticas que había que adoptar y menos aún los criterios específicos satisfechos por la teoría.  


			Pero había una manera obvia de hacer compatible la teoría clásica de la gravitación con los principios de la relatividad especial y ésta fue la línea argumental que Einstein adoptó inicialmente. Sin embargo, el problema con esta generalización obvia era que parecía violar el principio de Galileo de que todos los cuerpos caen con la misma aceleración. Se trata de uno de los principios básicos de la física clásica, que según la leyenda fue establecido por Galileo dejando caer objetos desde lo alto de la torre de Pisa. 
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			Todos tardan lo mismo en caer. 


			 


			El principio de Galileo afirma que la aceleración en caída libre es idéntica para todos los cuerpos. Newton adoptó este principio estableciendo la igualdad de la masa inercial y la masa gravitatoria. La masa inercial determina la aceleración adquirida por un cuerpo debido a la aplicación de una fuerza dada mientras que la masa gravitatoria determina la fuerza gravitatoria ejercida sobre un cuerpo en un campo gravitatorio. Como en relatividad especial la masa inercial depende de la energía, se tiene que en una teoría relativista de la gravitación la masa gravitatoria debe depender también de la energía de una forma precisa y conocida, de tal forma que el principio de Galileo se mantenga. Einstein concluyó que si la teoría no cumplía esta premisa de una manera natural entonces había que abandonarla. Físicos coetáneos de Einstein como Max Abraham y Gustav Mie estaban dispuestos a abandonar el principio de Galileo para obtener una teoría relativista de la gravitación en el sentido de la relatividad especial. 


			La generalización de Einstein de la teoría comenzó con la crítica filosófica de Ernst Mach a la mecánica clásica.17 Mach, cuyos trabajos Einstein había admirado en su juventud, defendió que el concepto de movimiento e incluso el de masa inercial no pueden utilizarse de ninguna manera para el caso de un único cuerpo en el espacio absoluto, como había postulado Newton. En su lugar sugirió que la mecánica clásica debía ser reformulada en términos de movimientos relativos de los cuerpos y además los conceptos de masa inercial y sistema inercial tenían que redefinirse de acuerdo con esta idea. En particular, las fuerzas centrífugas que originan la curvatura de la superficie del agua de un cubo en rotación no podían interpretarse como el resultado de un movimiento acelerado respecto al espacio absoluto, como defendió Newton en su famoso experimento del cubo, sino que tenían su origen en la presencia de otros cuerpos en el universo. Einstein pensó que el principio de Galileo tenía que estar relacionado de alguna forma con la visión especial de Mach de la mecánica, que rechaza el papel privilegiado de los sistemas de referencia inerciales y la idea de aceleración respecto al espacio absoluto. En este contexto, Einstein se dio cuenta de que la pregunta sobre cómo mantener el principio de Galileo tenía que responderse dentro del marco de una generalización del principio de relatividad. En suma, dentro del conflicto entre la relatividad especial y la mecánica clásica, Einstein decidió en 1907 mantener el principio de equivalencia entre masa inercial y gravitatoria, para lo cual estaba dispuesto a aceptar que la gravitación tenía que tratarse dentro de una teoría más general que la relatividad especial.18 


			Con la idea evidente de desarrollar una teoría de la gravedad dentro del formalismo de la teoría especial de la relatividad, Einstein concluyó: «Al final resultó que, en el contexto del programa esbozado, este simple estado de la cuestión no se podía representar, en modo alguno, bajo ningún supuesto o forma natural, de manera satisfactoria. Esto me convenció de que dentro de la estructura de la teoría de la relatividad especial no existe un marco adecuado para una teoría satisfactoria de la gravitación».19 


			Vista la cuestión retrospectivamente, ahora sabemos que Einstein tenía razón. Existen dos tipos de estructuras espaciotemporales: una está relacionada con la mecánica clásica de Galileo y Newton mientras que la otra está vinculada con la relatividad especial, determinando el comportamiento de varillas de medir y relojes, es decir, la «cronogeometría». Como ha señalado John Stachel, cualquier teoría de la gravitación que incorpore la equivalencia entre las masas inercial y gravitatoria debe comenzar por definir un campo «inercial-gravitatorio» que rija el comportamiento de las partículas libres. Incluso a nivel newtoniano, cabe describir la gravedad no como una fuerza externa que actúa sobre los cuerpos, sino como una modificación de lo que se había venido considerando la inmutable estructura inercial del espaciotiempo. El desafío para crear la relatividad general consistía en establecer una compatibilidad entre las dos estructuras mencionadas.20 


			 


			EL RAZONAMIENTO HEURÍSTICO DE EINSTEIN: EL PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA 


			 


			Si la nueva teoría de la gravitación debía incorporar el principio de Galileo, tenía que ser una teoría generalizada de la relatividad, porque el movimiento acelerado tenía que estar al mismo nivel que el movimiento inercial, es decir, las fuerzas gravitatorias e inerciales tenían que tratarse de la misma forma. Lo que Einstein consiguió con la relatividad general no fue tanto una generalización del movimiento relativo como una generalización de la «relatividad» de la gravedad, que fue unificada con la inercia para convertirse en un único campo inercial-gravitatorio.21 La teoría de la relatividad de 1905 privilegiaba el movimiento uniforme, como el de un tren que se mueve con velocidad constante. Por tanto, las leyes de la física deben adoptar la misma forma en los sistemas de referencia que se mueven uniformemente unos respecto a otros. El principio de Galileo parecía implicar que esto podría también ser cierto incluso para sistemas de referencia que aceleran respecto a otros porque los cuerpos se comportan de la misma manera en dichos sistemas de referencia (tardan lo mismo en caer). Sin embargo, para comparar un sistema de referencia acelerado con otro en reposo y concluir que ambos son equivalentes en algún sentido es necesario introducir una suposición adicional. En un sistema de referencia acelerado situado en algún lugar del espacio vacío, por ejemplo en una nave espacial lejos de la Tierra, los cuerpos caen al suelo debido a la aceleración de la nave. En un sistema de referencia en reposo en la Tierra, los cuerpos caen al suelo debido a la gravedad terrestre. Si el resultado es el mismo en ambos casos, la gravitación y las fuerzas aparentes experimentadas dentro del cohete debido a su aceleración (las fuerzas de inercia) tienen que ser equivalentes. Éste es el famoso principio de equivalencia de Einstein, una de las pistas informales más importantes para construir la teoría de la relatividad general. Einstein decía retrospectivamente que esta idea fue «el pensamiento más feliz» de su vida.22 El principio de equivalencia establece que el campo gravitatorio sólo tiene una existencia relativa, ya que para un observador en caída desde el tejado de una casa no existe campo gravitatorio a su alrededor. En particular, todos los procesos físicos en un campo gravitatorio homogéneo y uniforme son equivalentes a los procesos que tienen lugar en un sistema de referencia con aceleración uniforme y sin campo gravitatorio. Esta idea se ejemplifica con una nave espacial acelerada o con el experimento mental del ascensor en caída libre. 


			La inclusión de las fuerzas de inercia en el intento de construir una nueva teoría de la gravedad tuvo consecuencias de gran calado. Las fuerzas de inercia son fuerzas ficticias que actúan sobre las masas en un sistema de referencia acelerado, como la fuerza centrífuga que se experimenta en un tiovivo. Einstein utilizó diferentes tipos de fuerzas de inercia a modo de prueba para la nueva teoría, como por ejemplo las fuerzas que se experimentan en una nave espacial acelerada. También estudió las fuerzas de inercia que aparecen en un sistema en rotación, como el caso de la fuerza que determina la forma de la superficie de un líquido en un cubo que rota, ejemplo que ya había usado Newton para demostrar el concepto de movimiento absoluto. Estas fuerzas «ficticias» son en realidad fuerzas reales cuyo origen fue un enigma en la física clásica porque se pensó que estaban relacionadas con alguna propiedad misteriosa del espacio absoluto. El hecho de considerar tales fuerzas de inercia al mismo nivel que la ya conocida fuerza newtoniana permitió a Einstein obtener conclusiones cualitativas así como deducir requisitos del aparato matemático de su nueva teoría.
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			Una fuerza «ficticia» le pone difícil a Einstein mantener el sombrero puesto. 


			 


			Un aspecto conceptual clave que proporcionan los experimentos mentales de Einstein está relacionado con la curvatura de los rayos de luz en un campo gravitatorio y con la naturaleza del tiempo. Einstein dedujo que los rayos de luz se curvan en presencia de un campo gravitatorio mediante el argumento de que la trayectoria de un rayo de luz en un laboratorio acelerado tiene que curvarse debido a la composición de los movimientos del laboratorio y de la propia luz. El hecho de que esta conclusión se mantenga si existe un campo gravitatorio está de acuerdo con la premisa de que la energía posee no sólo masa inercial sino también masa gravitatoria, por lo que la luz también se ve afectada por la atracción gravitatoria. La desviación de la luz en un campo gravitatorio sugiere que la velocidad de la luz no tendría que seguir siendo constante, al contrario de lo que sucede en la relatividad especial. Esta conclusión cualitativa está apoyada por un análisis del problema de la sincronización en un sistema de referencia acelerado, como describió Einstein en un artículo de 1907 (véase la nota 4). El análisis implica que relojes acelerados en diferentes lugares medirán el paso del tiempo de forma diferente. Einstein llegó a la misma conclusión comparando el tiempo medido por relojes colocados en distintos lugares de un disco en rotación. 
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			¿Qué es lo que causa la curvatura de la superficie del agua en un cubo en rotación? 


			 


			LA GEOMETRÍA APARECE EN LA FÍSICA 


			 


			El uso de sistemas de referencia en rotación originó un nuevo desafío conceptual. Einstein y Max Born ya se habían topado con este desafío en 1909 en relación con la teoría especial de la relatividad. Paul Ehrenfest halló de manera independiente que, de acuerdo con la relatividad especial, las varillas usadas para medir la circunferencia de un disco en rotación deben experimentar la denominada «contracción de Lorentz».23 Por tanto son necesarias más varillas para medir, dando una circunferencia más larga que cuando el disco está en reposo. Sin embargo las varillas usadas para medir el radio de la circunferencia no se alteran, porque el radio es perpendicular en todo punto a la dirección del movimiento. Esto quiere decir que el cociente entre la longitud de la circunferencia del disco en rotación y su radio tendrá que ser mayor que el valor determinado por la geometría euclidiana cuando ambas distancias se miden en un sistema de referencia en el cual el disco está en reposo. Este problema fue conocido como la «paradoja de Ehrenfest» y dio lugar a controvertidos debates. La mayoría de los contendientes en esta controversia consideraban que el problema radicaba ante todo en la definición de cuerpo rígido. No obstante, Einstein vio en esta paradoja un aspecto fundamental cuya resolución era necesaria para encontrar una generalización de la teoría de la relatividad. En un artículo publicado en 1912, argumentó que el cociente entre la longitud de una circunferencia y su diámetro en un laboratorio en rotación no es r, lo cual implicaba que la relatividad general no puede describirse usando la geometría euclididana.24 
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			¿Qué ocurriría si el mundo fuese intrínsecamente curvo? 


			 


			En la línea de pensamiento de Einstein, el principio de equivalencia y el uso de modelos con laboratorios acelerados quedaron subordinados a un nuevo principio heurístico: el principio de relatividad general. De acuerdo con éste, la nueva teoría de la gravitación tiene que admitir sistemas de referencia en un estado de movimiento arbitrario y tiene que describir las fuerzas de inercia como el resultado de un campo gravitatorio dinámico generalizado. Este principio y los cambios conceptuales que implicaban los modelos como el cubo de agua en rotación o el ascensor acelerado tuvieron un papel esencial en la determinación del aparato matemático que había que utilizar en la formulación de la teoría de la gravitación. Einstein se dio cuenta de que era necesario ir más allá de la geometría euclidiana. Su voluntad de trabajar con sistemas de referencia arbitrarios le sirvieron de inspiración en el verano de 1912 para construir una nueva teoría de la gravitación usando una generalización de la teoría gaussiana de superficies curvas, pero para ello tenía que generalizar la teoría gaussiana al mundo cuatridimensional de la teoría de la relatividad. Matemáticos como Bernhard Riemann, Elwin Christoffel y Tullio Levi-Civita ya habían puesto los cimientos de esta generalización, pero Einstein no estaba familiarizado con sus trabajos y tuvo que aprender el formalismo gradualmente, con la ayuda de su amigo Marcel Grossmann. 
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			Así aparece una línea recta en una superficie curva. 


			 


			El modelo mental del movimiento sobre una superficie curva que estudia la física clásica ya apuntaba directamente a una solución del problema de la determinación de las ecuaciones del movimiento en un campo gravitatorio arbitrario. Una partícula que se mueve sin rozamiento en una superficie bidimensional curva de tal manera que la única fuerza ejercida sobre la partícula sea la de la propia superficie, sigue el camino más corto, denominado geodésica. Ésta es la generalización más simple de la línea recta. Esta idea se puede trasladar al caso del movimiento observado en un sistema de referencia acelerado, que se corresponde con el movimiento en un campo gravitatorio en ausencia de otras fuerzas cualesquiera. Este movimiento también se puede representar como una geodésica en el espaciotiempo cuatridimensional usando las coordenadas curvilíneas que definen el sistema de referencia. Curiosamente la trayectoria seguida por la partícula libre se corresponde con el camino más largo entre dos puntos dados del espaciotiempo. Esto es una consecuencia de las peculiares propiedades matemáticas de la métrica del espaciotiempo. 

			La descripción revisada del efecto de la gravedad implicaba que el campo gravitatorio no podía seguir siendo considerado una fuerza en el sentido de la física newtoniana, sino una manifestación de las propiedades geométricas del continuo espaciotemporal. El concepto de métrica como generalización del concepto de distancia ya ha sido introducido. Mientras que una superficie plana se caracteriza por una métrica que se comporta de igual modo en cualquier punto de la superficie, las propiedades geométricas de una superficie curva han de ser descritas por una métrica variable. Esta métrica proporciona distancias reales diferentes para una distancia coordenada dada cuando se hace el cálculo en diferentes puntos de la superficie. La métrica variable resultó ser una representación adecuada del potencial gravitatorio. 
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			«El espaciotiempo determina el movimiento de la materia y la materia determina la curvatura del espaciotiempo» (John Archibald Wheeler). 


			 


			EL RAZONAMIENTO HEURÍSTICO DE EINSTEIN: EL PLAN DE TRABAJO 


			 


			En su búsqueda de una teoría relativista de la gravitación, Einstein tuvo un referente en un modelo bien conocido para la física de la época, ya que constituyó uno de los grandes éxitos de la física del siglo XIX. Nos referimos a la teoría unificada de todas las interacciones electromagnéticas que habían establecido James Clerk Maxwell y Heinrich Hertz. De hecho, una de las propiedades más relevantes de esta teoría radicó en que los campos eléctricos y magnéticos no se describían de manera separada sino como componentes de un campo electromagnético unificado. La teoría alcanzó su forma final gracias al trabajo del físico holandés Hendrik Antoon Lorentz, que posteriormente se convirtió en uno de los mentores de Einstein. La idea central de esta teoría era el concepto de «campo». A diferencia de una teoría que describe las interacciones entre partículas mediante fuerzas que actúan a distancia, una teoría de campos no está restringida a la interacción de partículas, sino que es también aplicable al entorno de las mismas. La teoría de campos explica cómo el campo extendido en el espacio es generado por cargas y corrientes que se consideran las «fuentes» del campo y, a su vez, el movimiento de las partículas cargadas es determinado por el propio campo. Por tanto, una descripción matemática de un proceso físico regido por este «modelo de Lorentz» tiene que incluir las dos partes siguientes: 


			 


			• una ecuación de movimiento para las partículas cargadas en un campo electromagnético, y 


			• una ecuación de campo que describa el campo electromagnético generado por sus fuentes: las cargas y las corrientes. 


			 


			Afortunadamente, el lenguaje cuatridimensional de la teoría especial de la relatividad de Einstein constituye la manera más elegante de formular esta teoría, lo que convierte a la teoría electromagnética en el trampolín para la generalización de la teoría de la relatividad. Una consecuencia de dicha reformulación estribó en que el campo electromagnético se puede manifestar bien como campo eléctrico bien como campo magnético, dependiendo del estado del sistema físico. Esta importante propiedad fue, de hecho, uno de los puntos de partida del trabajo de Einstein sobre la teoría especial de la relatividad. 


			Para construir una teoría relativista del campo gravitatorio, Einstein tomó el modelo de Lorentz como guía en casi todos los aspectos, entre ellos los papeles complementarios del campo en su manifestación inercial y su manifestación gravitatoria. Estas manifestaciones eran análogas a la interrelación entre la manifestación eléctrica y la manifestación magnética del campo electromagnético. Por consiguiente, la nueva teoría debía constar de dos partes: 


			 


			• una ecuación de movimiento para describir el movimiento de una partícula en un campo gravitatorio dado, y 


			• una ecuación de campo para describir el campo gravitatorio generado por sus fuentes: la masa y la energía. 


			 


			Einstein obtuvo la primera ecuación en el verano de 1912. La obtención de la segunda constituyó un desafío más complicado. El lado derecho de la ecuación de campo representa la fuente del campo o del potencial y el lado izquierdo determina, a través de un procedimiento matemático específico (usando lo que se denomina operador diferencial), cómo genera la fuente el campo o el potencial. 


			Einstein adoptó el modelo de Lorentz como guía heurístico, pero pronto descubrió que la búsqueda de la ecuación de campo era el desafío más complicado que tenía que resolver a la hora de obtener una formulación relativista de la gravitación. Primero, tenía que encontrar un objeto matemático adecuado para representar el potencial gravitatorio. Segundo, la ecuación del campo gravitatorio que reemplazase a la ecuación correspondiente de la física clásica tenía que ser compatible con los resultados de la gravedad clásica y la teoría especial de la relatividad. 


			Einstein tuvo que tener en cuenta que la naturaleza del campo gravitatorio en circunstancias normales, especificadas por un campo gravitatorio débil y estático (el límite newtoniano), ya era conocida y estaba descrita satisfactoriamente por la ley de la gravedad de Newton. Por ello, las ecuaciones relativistas de la gravitación tenían que dar los mismos resultados que las leyes de Newton en las citadas circunstancias. Esta condición podría denominarse «el principio de correspondencia de Einstein». Por otra parte, la nueva ecuación de campo ha de ser compatible con la conservación de la energía y del momento, cuya validez física es incuestionable para todas las interacciones. Esta otra condición podría llamarse «principio de conservación». Además, las investigaciones previas de Einstein basadas en el principio de equivalencia le habían conducido a ciertos descubrimientos que tenían que ser reproducidos por la nueva teoría. 


			Por consiguiente, el plan de Einstein era construir una teoría que cumpliese los siguientes principios: 


			 


			• el principio de correspondencia, 


			• el principio de conservación 


			• y el principio de equivalencia. 


			 


			Además, la teoría tenía que ser covariante de forma general.  


			 


			LAS DOS ESTRATEGIAS: LA ESTRATEGIA FÍSICA Y LA ESTRATEGIA MATEMÁTICA 


			 


			Ya antes de comenzar a poner en práctica su plan de trabajo, Einstein tuvo que resolver otro problema, a saber: ¿cuál era la representación matemática del potencial gravitatorio en la teoría relativista que estaba a punto de empezar a construir?25 La pista decisiva vino de su estudio de la ecuación de movimiento y del análisis de las extrañas propiedades exhibidas por el movimiento de rotación en dicha teoría. En 1912 Einstein se dio cuenta de que, sorprendentemente, y a diferencia de la teoría newtoniana, el potencial gravitatorio no se representa con una simple función, sino que es necesario utilizar una lista de funciones del espaciotiempo agrupadas en un objeto que se conoce como «tensor métrico». Einstein también se percató de que el tensor métrico está relacionado con la geometría no euclidiana, por lo que su nueva teoría de la gravitación tendría que ser una teoría de la curvatura del espacio y el tiempo. Haber comprendido esto es lo que Stachel denomina «el segundo acto» en el desarrollo de la teoría de la relatividad general.26 


			Dada la complejidad del objeto matemático que representa el potencial gravitatorio, la búsqueda de las ecuaciones de campo relativistas se convirtió en un problema de investigación extremadamente arduo, en cuya resolución Einstein se vio obligado a replantearse algunas de las bases del conocimiento que habían dominado su pensamiento hasta entonces. Su esfuerzo en esta dirección durante el periodo que va de 1912 a 1915 se puede describir como la interrelación entre dos estrategias complementarias que, de manera intuitiva, cabe denominar «estrategia física» y «estrategia matemática». 


			En relación con la estrategia física, Einstein comenzó con una ecuación de campo que desde el principio daba la ley de la gravitación correcta en el límite newtoniano y por tanto satisfacía su principio de correspondencia. Después la modificó de tal forma que las otras leyes fundamentales de la física, entre ellas el principio de conservación de la energía y el momento, siguiesen siendo válidas. El último paso era comprobar hasta qué punto la ecuación modificada cumplía con un principio generalizado de relatividad.  


			Siguiendo una estrategia matemática complementaria, Einstein comenzó con una ecuación de campo que fuese matemáticamente plausible y cumpliese el principio de relatividad más general. En este punto contó con la ayuda de los conocimientos sobre matemáticas proporcionados por su amigo, el matemático Marcel Grossmann, y en particular con el «cálculo diferencial absoluto» publicado en un artículo de Ricci y Levi-Civita de 1901 que sintetizaba los trabajos previos de Riemann, Christoffel y otros en un formalismo computacional completo. El cálculo diferencial absoluto permaneció desconocido para los físicos durante largo tiempo y en 1912 Einstein probablemente sabía muy poco acerca de él. Después de mudarse de Praga a Zúrich, el contacto con Grossmann proporcionó a Einstein acceso a estos métodos matemáticos. 


			Después de establecer una ecuación de campo matemáticamente plausible, había que comprobar que satisfacía los otros requisitos matemáticos. La gran desventaja de este procedimiento era que no estaba claro a priori cuál era la relación que el objeto matemático abstracto tenía con el conocimiento físico cotidiano. Era necesaria una alteración sistemática de la ecuación candidata inicial para posibilitar su interpretación física consistente, y esto se convirtió en una parte necesaria de la estrategia. En particular, una ecuación de campo candidata tenía que cumplir el requisito de recuperar el límite newtoniano en el caso especial de un campo gravitatorio débil y estático y además ser compatible con la conservación de la energía y el momento. Más aún, después de modificar la ecuación para que cumpliese las condiciones recién mencionadas todavía quedaba por ver que las transformaciones admisibles eran lo suficientemente generales para al menos incluir transformaciones a referenciales acelerados correspondientes a los casos especiales de aceleración y rotación uniformes. 
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			La pregunta es: física o matemáticas, ¿por cuál comenzar? 


			 


			El asunto del límite newtoniano de la relatividad general se complica debido a la existencia de dos procedimientos para obtenerlo: el primero tiene a la relatividad especial como paso intermedio y el segundo se basa en la generalización de los campos gravitatorios dentro de la física newtoniana, permitiendo el tratamiento de soluciones en régimen cuasiestático y con velocidad de los cuerpos reducida.* Este último requiere una reformulación de la teoría newtoniana (que incluye el principio de equivalencia) basándose en conceptos que introdujo bastante más tarde el matemático francés Elie Cartan como respuesta a los trabajos de Levi-Civita y Weyl. Antes de que se desarrollase esta compleja formulación, Einstein se vio forzado a introducir supuestos sobre el límite newtoniano que más adelante resultaron ser problemáticos. 


			 


			LO MEJOR QUE SE PUEDE HACER: EL ASCENSO DE LA TEORÍA ENTWURF 


			 


			El cuaderno de Zúrich constituye el mejor reflejo de la colaboración de Einstein con Grossmann y finalmente condujo a la publicación de la denominada Teoría Entwurf. El problema principal de las investigaciones de Einstein, documentado en el cuaderno, estribaba en hallar la ecuación de campo para la gravitación, es decir, había que determinar cómo el campo gravitatorio es generado por sus fuentes (la energía y la materia). El cuaderno contiene una importante anotación en relación con la ayuda de Marcel Grossmann, quien indicó a Einstein la existencia de un concepto matemático fundamental: el denominado «tensor de curvatura de Riemann». De este modo Grossmann indicaba a Einstein el «camino regio» hacia la relatividad general desde el punto de vista del conocimiento contemporáneo. Sin embargo Einstein y Grossmann abandonaron este camino regio poco después.




			Hubo dos razones principales para este abandono. Ambos se dieron cuenta de que para obtener el límite newtoniano correcto era necesario imponer ciertas condiciones sobre la elección de las coordenadas admisibles. Además encontraron que la imposición de la conservación de la energía y el momento requería restricciones adicionales sobre las coordenadas. Como resultado de esto, Einstein y Grossmann concluyeron que una teoría basada en el tensor de Riemann no se podía armonizar con los requisitos físicos recién descritos. Sólo en 1915, cuando Einstein ya había adquirido una comprensión mucho más profunda acerca de cómo había que articular estos requisitos dentro de su nueva teoría de la gravitación, se pudo revisar esta conclusión. 


			La obtención de la ecuación del campo gravitatorio correcta no consistía únicamente en hallar la expresión matemática adecuada, sino que también implicaba dotar al formalismo matemático de una interpretación física. El dominio de las matemáticas era semejante al uso gramaticalmente correcto de un idioma sin entender el significado de las palabras. El cuaderno de Zúrich muestra a un Einstein en lucha con un lenguaje matemático nuevo al que trataba de traducir algunos de sus conocimientos físicos cotidianos y al mismo tiempo intentaba descubrir los nuevos conceptos físicos que aquél albergaba. 


			Einstein alternaba repetidamente entre los requisitos físicos impuestos por el límite newtoniano y otras condiciones derivadas de un formalismo matemático apropiado para la descripción de un espaciotiempo curvo, esperando sin duda que ambas estrategias confluyeran en último término. Pero esta aspiración no se materializó en el cuaderno para ninguna de las estrategias seguidas. 


			Paradójicamente, el resultado principal de Einstein con la estrategia matemática fue una puesta en práctica más o menos exitosa de la estrategia física. De forma clara, el punto de vista privilegiado que representaba la teoría clásica de la gravitación de Newton tuvo primacía sobre la vía más especulativa, relacionada con la generalización del principio de equivalencia. Por tanto parecía más razonable para Einstein basarse en el punto de vista privilegiado ya establecido, aunque ello significase una renuncia a su ambición suprema de generalizar el principio de relatividad. 


			Después de muchos intentos, Einstein encontró hacia el final del cuaderno de Zúrich una ecuación que acabó siendo considerada la ecuación principal de la Teoría Entwurf. Esta ecuación cumplía principalmente con los principios basados en la física clásica, a saber, el de conservación y el de correspondencia. Einstein se percató de que la clase de sistemas de coordenadas en los que la ecuación principal de la Teoría Entwurf adopta la misma forma no satisface el principio general de relatividad en la forma que él había imaginado. Por consiguiente, y muy a su pesar, abandonó el requisito de la covariancia general. No obstante, se mostró confiado en la validez de la ecuación porque la restricción necesaria en el sistema de coordenadas se podía justificar aparentemente por la necesidad de poner en práctica el principio de conservación. Así que parecía existir una razón contundente para que el principio de relatividad únicamente se verificase de una manera limitada en la Teoría Entwurf. Desde el punto de vista moderno, la Teoría Entwurf es incorrecta, pero en aquel momento Einstein consideraba que era lo mejor que se podía obtener. La investigación culminó en 1913 con la publicación conjunta de Einstein y Grossmann de un artículo titulado «Entwurf», de una teoría de la relatividad general y de una teoría de la gravitación».* Constaba de dos secciones: una parte física, a cargo de Einstein, y otra matemática, cuyo autor era Grossmann. 


			Al principio, Einstein no estaba completamente satisfecho con la versión publicada de la teoría. En una carta a Lorentz se refirió a la falta de covariancia general como «un feo punto negro» de la Teoría Entwurf.27 Cuando Einstein trató de buscar razones para defender esta carencia, concluyó que la covariancia restringida era una necesidad. Primero, Einstein pensó que podía utilizar la conservación de la energía-momento para justificar la falta de covariancia general de su nueva teoría. En una carta a Mach, fechada en diciembre de 1913, Einstein escribió: «El sistema de referencia está, por así decirlo, ligado al mundo existente a través del principio de la energía, y pierde su nebulosa existencia a priori».28 


			Sin embargo, Einstein se dio cuenta finalmente de que este argumento carecía de solidez. Entretanto, en el verano de 1913 encontró otro argumento más profundo, el famoso «argumento del agujero», que propugnaba que las teorías generalmente covariantes estaban abocadas a una violación de la causalidad. En la formulación original del argumento, Einstein consideró un espaciotiempo con un contenido material en todo punto excepto en una región (el agujero). Adoptando la suposición razonable de que los puntos del espaciotiempo se pueden describir con coordenadas, Einstein era capaz de mostrar que una distribución específica de materia fuera del agujero no determinaba de forma única el campo gravitatorio dentro del mismo. Einstein pensó que este resultado era suficiente para desechar cualquier teoría genéricamente covariante. Hasta finales de 1915 no se dio cuenta de que la suposición inicial adoptada no se sostenía en su nueva teoría de la gravitación porque las coordenadas carecen de significado físico en ella. El argumento del agujero y su contraargumento constituyeron el punto de partida para la formulación del importante concepto de teoría independiente de una estructura espaciotemporal predeterminada, es decir, una teoría para la cual tiempo y espacio no son un escenario inmutable donde se representa el drama de la física.29 


			No obstante, fue precisamente el erróneo «argumento del agujero» el que en 1913 llevó a Einstein a consolidar aún más la Teoría Entwurf, cuyo «feo punto negro» parecía haber sido superado. Einstein concluyó que «el hecho de que las ecuaciones de la gravitación no son en general covariantes, lo cual tanto me había inquietado tiempo atrás, ha resultado ser inevitable: se demuestra fácilmente que una teoría cuyas ecuaciones son covariantes de forma general no puede existir si se impone que el campo quede completamente determinado por la materia».30 


			Desde 1913 hasta finales de 1915 Einstein estuvo convencido de que la Teoría Entwurf, en la actualidad caída en el olvido, era la solución al problema de la teoría relativista de la gravitación. En una carta de 1914 a su amigo Besso escribió: «Ahora estoy completamente satisfecho y no dudo de la veracidad del todo el sistema, independientemente de que la observación del eclipse solar tenga o no éxito. Los argumentos lógicos detrás del asunto hacen que todo sea demasiado evidente».31 




			 


			EL MÉTODO VARIACIONAL ENTRA EN ESCENA 


			 


			Sin embargo, persistía una incómoda duda: ¿cuál era la relación de la ecuación de campo de la Teoría Entwurf con la tradición matemática representada por el cálculo diferencial absoluto? Desde su colaboración con Grossmann, Einstein estaba familiarizado con este formalismo y sabía que los tensores de Riemann y Ricci podrían haber sido los objetos matemáticos adecuados para construir su teoría. Estaba convencido de que tenía que haber una relación entre la Teoría Entwurf y el cálculo diferencial absoluto, pero no tenía claro cómo podía ser dicha relación. Para aclarar esta cuestión, pidió de nuevo ayuda a Grossmann. A comienzos de 1914, el matemático de Zúrich Paul Bernays sugirió a Einstein y Grossmann que tratasen de obtener la ecuación de campo de la Teoría Entwurf a través de un formalismo variacional basado en la evolución de una única función conocida como «lagrangiana». En este formalismo la conservación de la energía-momento aparece como una consecuencia adicional natural. Einstein y Grossmann consiguieron encontrar una función lagrangiana para la ecuación de campo de la Teoría Entwurf y además observaron que esta función era invariante bajo transformaciones de coordenadas especificadas únicamente por la conservación de la energía-momento. Einstein y Grossmann finalmente publicaron un artículo que mostraba cómo la ecuación de campo de la Teoría Entwurf y la conservación de la energía-momento se podían obtener de un formalismo variacional.32 En cierto sentido, esto constituía una adaptación a la Teoría Entwurf de la estrategia matemática. Einstein quedó erróneamente convencido de que el método variacional que usó para obtener la ecuación de campo conducía de forma única a la Teoría Entwurf. 


			 


			EL MANUSCRITO DE EINSTEIN-BESSO O DE CÓMO EINSTEIN NO CONSIGUE VER LA EVIDENCIA 


			 


			Una importante piedra de toque para una nueva teoría de la gravitación la constituye no sólo su capacidad de reproducir las leyes del movimiento planetario establecidas por Kepler y Newton sino también la explicación de las desviaciones de estas leyes cuando se manifiestan, como sucede en particular con el avance del perihelio de la órbita de Mercurio. Este avance se puede visualizar como una pequeña rotación de la trayectoria elíptica de la órbita de Mercurio. Esta rotación se explica en gran medida, dentro de la teoría newtoniana, por la influencia de otros planetas. Sin embargo, en aquel momento hacía cincuenta años que los astrónomos conocían una discrepancia entre el valor predicho por la teoría newtoniana y el valor observado de 43'' (segundos de arco) por siglo. 


			Ya en 1907, en una carta a Conrad Habicht,33 Einstein había identificado esta discrepancia como uno de los efectos que una nueva teoría de la gravitación tendría que explicar. Seis años más tarde pudo utilizar la discrepancia para poner a prueba la Teoría Entwurf. En 1913, junto con su amigo Michele Besso, encontró un ingenioso procedimiento para resolver de manera aproximada la ecuación de campo de dicha teoría y así poder calcular el avance del perihelio de la órbita de Mercurio. El método está descrito en el manuscrito de Einstein-Besso y abarca alrededor de cincuenta páginas cuajadas de cálculos.34 El resultado decepcionó, ya que daba 18'' de arco por siglo. A pesar de ello, el resultado no provocó en Einstein la menor duda acerca de la validez de la teoría (al menos en aquel momento). Si Einstein se hubiese tomado este resultado en serio, podría haber desechado aquella teoría y haber tomado el camino adecuado dos años antes.
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			¿Cuál es la causa del avance del perihelio del planeta Mercurio? 


			 


			El manuscrito de Einstein-Besso contiene otro cálculo importante que podría haber tenido una consecuencia similar. Se trata del cálculo del tensor métrico en un sistema de referencia en rotación y muestra que es una solución de la ecuación del campo gravitatorio generada por una masa distribuida en un disco en rotación (estrellas distantes).35 Einstein estaba bastante satisfecho con este resultado porque parecía confirmar la interpretación de Mach del experimento newtoniano del cubo de agua y daba por válido el concepto de «rotación en reposo» en la teoría relativista de la gravitación. En realidad, Einstein había cometido un error en este cálculo, del cual sólo se dio cuenta aproximadamente dos años más tarde, en septiembre de 1915. 


			 


			EL ABANDONO DE LA TEORÍA ENTWURF 


			 


			Otro problema central en el camino hacia la teoría correcta, que se resolvió durante el desarrollo de la Teoría Entwurf, radicaba en el cumplimento del principio de correspondencia. Como ya se ha indicado, este problema surgió al tratar de relacionar la teoría candidata cuya motivación era matemática y la teoría clásica newtoniana. La solución del problema surgió del intento de Einstein de valorar las consecuencias astronómicas de la teoría y de la prueba que pretendía comprobar si la teoría era capaz de explicar el avance de perihelio del planeta Mercurio. 


			En otoño de 1915 Einstein decidió abandonar la Teoría Entwurf y retomó sus investigaciones previas acerca de una teoría covariante de la gravitación. De forma retrospectiva, las razones aludidas por Einstein para esta decisión son tres: 


			 


			• La teoría no podía explicar el avance del perihelio de Mercurio. 


			• La teoría no confirmaba las expectativas machianas de Einstein en lo que respecta al tratamiento de un referencial en rotación que debía ser equivalente al tratamiento de un referencial en reposo. 


			• La conclusión de que el método variacional conducía inequívocamente a la Teoría Entwurf resultó ser falsa. 


			 


			Sorprendentemente, la Teoría Entwurf superó al principio los problemas recién apuntados. Incluso el último de ellos no supuso que la teoría se desechase, sino que originó un intento exitoso de corregir su derivación a nivel técnico mediante el empleo de un argumento físico. No se hace aquí referencia al fallo en el argumento del agujero porque Einstein lo reconoció sólo después de haber completado su teoría de la relatividad general. 

		  La imposibilidad de obtener esta teoría a partir de principios matemáticos tuvo consecuencias de gran calado en relación con la reflexión de Einstein sobre los resultados que había obtenido. Esta imposibilidad mostró que la adaptación de la estrategia matemática a la Teoría Entwurf mediante un formalismo variacional acababa por no determinar dicha teoría como la única posible, como a Einstein le hubiese gustado. En lugar de ello, se abría la puerta al examen de otras ecuaciones de campo candidatas a las que se les podía aplicar la amplia red de conclusiones que fueron obtenidas en primer lugar para la Teoría Entwurf. La conjunción de esta nueva posibilidad con los puntos débiles ya conocidos de la teoría empujó a Einstein, después de una fase de reflexión profunda, a abandonar los intentos de fortalecerla y dedicarse a una nueva fase exploratoria. 


		  Un análisis cuidadoso revela que la práctica totalidad de los problemas técnicos surgidos cuando Einstein se embarcó en la estrategia matemática del cuaderno de Zúrich pudieron resolverse en los dos años siguientes. Esto fue una consecuencia directa de la preocupación de Einstein sobre asuntos involucrados en la Teoría Entwurf. Por tanto, aunque esta teoría tuvo que ser desechada, tuvo un papel esencial en la evolución de la teoría de la relatividad general. 


			Paradójicamente, los resultados de Einstein con respecto a la Teoría Entwurf sirvieron no tanto para ponerla sobre un fundamento sólido, sino más bien para eliminar los obstáculos que le habían impedido aceptar ecuaciones del campo gravitatorio basadas en el tensor de Riemann. 


			 


			EL ESFUERZO FINAL: NOVIEMBRE DE 1915 


			 


			En otoño de 1915 Einstein se embarcó en una nueva línea de investigación que culminó en noviembre con el envío de cuatro artículos a la Real Academia Prusiana de las Ciencias. Einstein comenzó con un artículo que lo volvió a situar en el ámbito de las matemáticas que había dejado tres años atrás, con el convencimiento de haber encontrado en él la vía correcta. Sólo siete días después publicó una adenda con una nueva interpretación de la misma teoría, junto con la idea provocativa pero equivocada de que toda la materia es de origen electromagnético. Una semana más tarde presentó un sólido argumento empírico a favor de la nueva teoría, en el que se demostraba el acuerdo de la misma con el avance del perihelio del planeta Mercurio. Finalmente, otra semana después, Einstein revisó de nuevo su teoría, eliminando el último obstáculo hacia una teoría covariante general, o en palabras del historiador de la ciencia Michel Janssen, deshaciendo el nudo que Einstein mismo había creado con la Teoría Entwurf.36 Cuando envió sus artículos para la Academia a Arnold Sommerfeld en diciembre de 1915, le pidió que los leyese con detenimiento a pesar de que «mientras lees el texto, la batalla final para obtener las ecuaciones de campo se desarrolla delante de tus propios ojos». 


			CUATRO DE NOVIEMBRE. En el primero de esos artículos, titulado «Sobre la teoría general de la relatividad»,37 enviado el 4 de noviembre de 1915, Einstein explicaba su cambio de perspectiva y su nueva búsqueda de una ecuación de campo covariante: «Mis esfuerzos de los últimos años han estado dirigidos a fundamentar una teoría general de la relatividad, incluido el caso del movimiento no uniforme, con el supuesto de la relatividad. De hecho, creo haber encontrado la única ley de la gravitación que cumple con un postulado de la relatividad general razonablemente formulado [...] he perdido mi confianza en las ecuaciones de campo que he obtenido…». A renglón seguido recuerda apenado: «Llegué al requisito de la covariancia general, un requisito del que prescindí con todo el pesar de mi corazón hace tres años, mientras trabajaba con mi amigo Grossmann». 


			Resultó que un ligero ajuste de la expresión del propio campo gravitatorio fue suficiente para adaptar a la teoría del 4 de noviembre, denominada Teoría de Noviembre, el aparato matemático desarrollado para la Entwurf. La nueva expresión para el campo gravitatorio era el símbolo de Christoffel, que es una combinación de las derivadas de las componentes del tensor métrico. Se trata de una construcción más compleja que la expresión análoga usada en la Teoría Entwurf para representar el campo gravitatorio. En este artículo Einstein se refirió a la representación previa del campo gravitatorio como un «prejuicio fatal», mientras que unas semanas más tarde, en una carta a Arnold Sommerfeld describió la identificación del campo gravitatorio con el símbolo de Christoffel como «la clave de la solución».  


			El símbolo de Christoffel es una cantidad familiar en el cálculo diferencial absoluto y surge de forma natural en relación con el estudio de los principales objetos de este cálculo: los tensores de Riemann y de Ricci. Si el símbolo de Christoffel adquiere la interpretación del campo gravitatorio, entonces se abre una perspectiva completamente nueva. Esencialmente, Einstein sólo tenía que insertar la nueva expresión para el campo gravitatorio dentro del formalismo de la Teoría Entwurf para obtener una nueva ecuación de campo. Esta ecuación tenía un parecido asombroso con una de las candidatas que habían sido estudiadas en el cuaderno de Zúrich. 


			La Teoría de Noviembre no incorporó de forma completa el principio de covariancia porque aún existía una ligera restricción sobre los conjuntos de coordenadas admisibles, que aparecía debido al principio de conservación. Este principio requería la imposición de una restricción de coordenadas, al igual que había sucedido con la Entwurf. No obstante, el sentimiento de victoria de Einstein al publicar esta nueva teoría estaba plenamente justificado. Al adaptar los argumentos físicos utilizados para obtener la Teoría Entwurf, Einstein consiguió hallar una ecuación de campo que se podía encontrar mediante un proceso matemático, esto es, a partir del tensor de Riemann, lo que garantizaba la covariancia en sentido amplio. Por tanto las dos estrategias, la física y la matemática, terminaron por confluir. Las piezas del rompecabezas habían encajado de una manera nueva y sorprendente. En retrospectiva, todo dependió de la reinterpretación del campo gravitatorio según lo expresaba el símbolo de Christoffel.  


			Unas pocas preguntas aún seguían sin respuesta. En particular, la interpretación física de la restricción de coordenadas que se seguía del principio de conservación no estaba clara. A pesar de lo poco relevante que esta restricción pudiese parecer, su presencia no era acorde con una interpretación física obvia. Así pues, la tensión entre el formalismo matemático y el significado físico de la nueva teoría no había desaparecido en su totalidad. 
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			Noviembre de 1915: Einstein pudo finalmente librarse de cualquier restricción impuesta por la elección de las coordenadas. 


			 


			ONCE DE NOVIEMBRE. Para eliminar esta tensión, el 11 de noviembre Einstein envió una adenda38 al artículo del 4 de noviembre que acababa de aparecer en forma impresa. En la introducción escribió: «Quisiera ahora mostrar aquí que es posible alcanzar una estructura incluso más concisa y lógica de la teoría si aceptamos una hipótesis adicional sobre la estructura de la materia realmente atrevida». De este modo Einstein propuso una nueva interpretación del formalismo de la Teoría de Noviembre que le condujo a retomar otro candidato de la época del cuaderno de Zúrich: el tensor de Ricci. Si suponemos que los únicos campos que actúan como fuentes del campo gravitatorio son los campos electromagnéticos, lo cual implicaría que toda la materia se reduce al electromagnetismo, entonces una ecuación de campo basada en el tensor de Ricci no requiere ninguna restricción adicional sobre las coordenadas. Con la imposición de esta atrevida suposición, el principio de conservación no implica ninguna restricción sobre los sistemas de coordenadas admisibles pero sí una restricción sobre las fuentes admisibles del campo gravitatorio. En otras palabras, aceptando temporalmente una hipótesis especulativa sobre la naturaleza de la materia, Einstein consiguió acercarse un paso más a su objetivo final de encontrar una teoría covariante general de la gravitación. 


			DIECIOCHO DE NOVIEMBRE. Este día, Einstein envió un nuevo artículo a la Academia Prusiana: «Explicación del avance del perihelio de Mercurio a partir de la teoría general de la relatividad».39 Es el único de los artículos de noviembre que fue presentado oralmente ante la Academia, al parecer con la intención de suscitar más apoyos entre los astrónomos para verificar la teoría. Einstein confiaba tanto en su nueva teoría que estaba deseando aplicar el método desarrollado con Besso en el contexto de la Teoría Entwurf para calcular el avance del perihelio, y obtuvo el resultado correcto. Cuando comprobó este extremo, Einstein quedó tan maravillado que, según narró a uno de sus colegas, llegó a sentir palpitaciones. Al día siguiente de enviar el artículo, David Hilbert escribió a Einstein lo siguiente: «Muchas gracias por su postal y enhorabuena por la conquista del avance del perihelio. Si yo pudiese calcular igual de rápido que usted, el electrón de mis ecuaciones tendría que capitular y al mismo tiempo el átomo de hidrógeno tendría que presentar sus excusas en una nota explicando por qué no emite radiación». Einstein aceptó la felicitación, pero pasó por alto decirle a Hilbert que no hacía falta partir de cero porque bastaba modificar ligeramente los cálculos ya hechos con anterioridad con Besso. En el contexto de la Teoría de Noviembre, Einstein hizo otro descubrimiento importante. Se percató de que las condiciones sobre las coordenadas que se siguen del principio de correspondencia tienen un significado completamente diferente de las condiciones que surgen del principio de conservación. Para que el límite newtoniano se cumpla es perfectamente legítimo seleccionar, de entre todos los sistemas de coordenadas posibles, un sistema de coordenadas que describa de forma natural el sistema en reposo, lo cual se corresponde con la elección convencional de la teoría gravitatoria de Newton. En la terminología moderna, una elección de coordenadas es simplemente un acto de conveniencia en vez de una imposición de la propia teoría. En principio, éste era también el caso de la Teoría de Noviembre, aunque el principio de conservación todavía requería una restricción menor sobre las coordenadas.  


			VEINTICINCO DE NOVIEMBRE. En el último de los cuatro artículos,40 enviado el 25 de noviembre, Einstein llevó a cabo el paso clave final, siguiendo la lógica intrínseca de su programa de investigación. De acuerdo con esta lógica, una teoría que cumple completamente con el principio de relatividad general no está afectada por ninguna restricción de coordenadas debida al principio de conservación. 


			Este objetivo llevó a Einstein a superar la última discrepancia en la relación entre el formalismo matemático y la interpretación física. La discrepancia se manifestaba o bien en una restricción de coordenadas sin fundamento físico (en el caso de la teoría del 4 de noviembre) o bien en la adopción de una hipótesis especulativa sobre el origen de la materia (en el caso de la teoría basada en el tensor de Ricci, presentada el 11 de noviembre). Ambas suposiciones terminaron por ser superfluas en la formulación final de la teoría. Lo único que faltaba para obtener esta versión final era cambiar la forma en que las fuentes del campo gravitatorio aparecen en el lado derecho de la ecuación del campo gravitatorio. Si la traza del tensor de energía-momento, esto es, la suma de sus componentes diagonales, se añade de forma apropiada al término fuente del lado derecho de la ecuación, entonces todas las condiciones adicionales resultan superfluas. En particular, el principio de conservación también se satisface como una consecuencia automática en la nueva ecuación de campo modificada. De forma alternativa, el objeto conocido hoy en día como tensor de Einstein se puede utilizar en el lado izquierdo de la ecuación en lugar del tensor de Ricci. Sin embargo Einstein llegó a esta modificación final de su teoría comenzando en el lado derecho de la ecuación de campo. Esta modificación fue posible después de que Einstein aprendiese a interpretar de manera apropiada el límite newtoniano, algo que sucedió en el contexto del cálculo del avance del perihelio de Mercurio. Al contrario de la creencia que había mantenido mientras trabajaba en el cuaderno de Zúrich, Einstein encontró que la presencia del término adicional en el lado derecho de la ecuación de campo no influía en la compatibilidad con el límite newtoniano.  


			En sus escritos posteriores, Einstein destacó a menudo el hecho de que la nueva solución al problema de la gravitación es una consecuencia natural de la teoría matemática centrada en el tensor de Riemann, de la cual es posible obtener teorías candidatas a partir de la estrategia matemática. Así, el propio Einstein consideró el avance revolucionario de finales de 1915 no como un resultado de la confluencia de las estrategias física y matemática, sino como un éxito exclusivo de la última. Incluso en su primer artículo de noviembre, mostró su fascinación por el poder del formalismo matemático para conducir a la teoría correcta: «Nadie que realmente lo haya captado puede escapar a su encanto, porque representa el triunfo real del cálculo diferencial general en la forma concebida por GAUSS, RIEMANN, CHRISTOFFEL, RICCI y LEVI-CIVITA» (los nombres aparecen en mayúscula en la publicación original).  


			 


			LA CARRERA FINAL: EINSTEIN CONTRA DAVID HILBERT 


			 


			Al mismo tiempo que Einstein trabajaba en los aspectos finales de su teoría, un esfuerzo paralelo tenía lugar en Gotinga, donde David Hilbert, reconocida autoridad de las matemáticas de su generación, presentó su famoso artículo «Die Grundlagen der Physik (Erste Mitteilung)» [Los fundamentos de la física (primera parte)]. La versión publicada de su ponencia ante la academia de Gotinga contiene la ecuación de campo correcta de la teoría de la relatividad general y está fechada el 20 de noviembre de 1915, es decir, cinco días antes de que Einstein enviase su artículo final. A pesar de que el artículo de Hilbert no fue publicado hasta 1916, se ha debatido con frecuencia si la primacía sobre la formulación de la ecuación de campo debería recaer en Hilbert en lugar de Einstein. Al principio, a éste le preocupó que Hilbert pudiese reclamar esta primacía. Esto originó una agria, aunque breve, disputa entre los dos amigos y colegas profesionales.41 
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			Einstein y Hilbert: ¿quién fue el primero? 


			 


			El consenso acerca de la primacía de Hilbert sufrió un serio revés cuando se encontraron en su archivo las galeradas de su ponencia con el sello «6 de diciembre de 1915», fecha posterior a la del concluyente artículo de Einstein.42 La teoría desarrollada en las galeradas difiere significativamente en algunos aspectos importantes de la que aparece en la versión publicada, lo que implica que habría habido una revisión sustancial de la versión de las galeradas previa su publicación y que esta versión resultó ser en muchos aspectos más parecida a la Teoría Entwurf de Einstein que a la versión final de la teoría de la relatividad general. Sobre esta base, es poco probable que Hilbert tuviese la clave para solucionar los problemas que ocuparon a Einstein o que su contribución representase un triunfo de una estrategia matemática apartada de cualquier interrelación con una estrategia física. 


			En su artículo, Hilbert reconocía solemnemente la primacía de Einstein: «Las ecuaciones diferenciales de la gravitación aquí obtenidas están, en mi opinión, en completo acuerdo con la gran teoría de la relatividad general establecida por Einstein».43 


			 


			EL MANUSCRITO DE 1916 NO ES EL FINAL DE LA HISTORIA 


			 


			En el otoño de 1914 la confianza de Einstein en la Teoría Entwurf había aumentado hasta el punto de sentirse animado a escribir un extenso artículo descriptivo sobre ésta, titulado «El fundamento formal de la teoría de la relatividad general», y que se publicó en las actas de los encuentros de la Real Academia Prusiana de las Ciencias.* En relación con sus artículos de la Academia de 1915, Einstein escribió posteriormente a Sommerfeld: «Desafortunadamente, he inmortalizado en mis artículos de la Academia mis errores finales en esta batalla».44 Sobre el artículo de 1914, Einstein tuvo un toque de ironía aún mayor en una carta a su amigo Ehrenfest: «Éstas son las cosas que pasan con Einstein: cada año se retracta de lo que escribió el año anterior».45 


			Después del 25 de noviembre de 1915, Einstein estaba preparado para resumir su teoría general de la relatividad en el manuscrito que reproducimos en este libro. Las dos primeras partes de éste siguen de cerca la presentación del artículo de 1914 sobre la Teoría Entwurf. La introducción de la ecuación de campo y el análisis de la conservación de la energía-momento, tal y como aparecen en el manuscrito, difieren mucho del capítulo correspondiente del artículo de 1914. En el primero, estos dos aspectos se presentan de acuerdo con el esquema de una carta a Paul Ehrenfest en la que Einstein respondía a preguntas y observaciones de su gran amigo, que había hecho en muchas ocasiones el papel de oyente crítico de sus teorías. La última sección contiene las tres predicciones básicas de la teoría: la curvatura de los rayos de luz por el campo gravitatorio del Sol, el desplazamiento gravitatorio al rojo y el avance del perihelio de Mercurio. 


			Como anexo al texto del manuscrito de la relatividad general, se presentó un manuscrito de cinco páginas titulado «Apéndice: formulación de la teoría sobre la base de un principio variacional». A juzgar por la numeración de ecuaciones y párrafos al comienzo del mismo, parecería que Einstein tenía la intención de incluirlo en el texto principal del artículo, pero finalmente cambió los números y añadió el título señalado, lo que indica que decidió publicarlo como un apéndice del artículo. Finalmente, resolvió no incluirlo en el manuscrito publicado. Unos siete meses más tarde, Einstein publicó un artículo muy parecido en las actas de los encuentros de la Real Academia Prusiana de las Ciencias, con el título «El principio de Hamilton y la teoría de la relatividad general».46  




			Esta adición completa una carencia importante en el cuerpo principal del artículo de Einstein, ya que establece la relación entre covariancia y conservación de la energía sin la restricción predominante del empleo de coordenadas unimodulares que se efectúa en el artículo principal. En la Teoría Entwurf, Einstein ya se había percatado de esta relación, que quedaría establecida de manera rigurosa en los famosos teoremas de Emmy Noether que relacionan las propiedades de invariancia con las leyes de conservación. El uso de coordenadas unimodulares en la formulación de la teoría final impidió a Einstein ver la relación, pero el nuevo trabajo adicional eliminaba este problema, tal y como Einstein señalaba con orgullo en la correspondencia con sus colegas y amigos. En este sentido, escribió a Michele Besso lo siguiente: «Recibirás pronto un pequeño trabajo de mi cosecha sobre las bases de la teoría de la relatividad general, en el que muestro la relación que existe entre las exigencias de la relatividad y el principio de la energía. Es muy divertido».47 


			Las diferencias entre la versión publicada y el manuscrito inédito son sorprendentes, particularmente en lo que respecta a las referencias de Einstein a Hilbert y Lorentz. En la adenda al manuscrito sólo aparecen dos breves notas al pie referidas a estos autores, mientras que en la versión publicada estas reseñas ocupan un lugar mucho más visible y prominente en el párrafo introductorio, que fija los convenios de todo el cálculo. La elucidación de dichas diferencias arroja nueva luz sobre las etapas finales del camino de Einstein hacia su teoría de la relatividad general. 
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			¿El final? ¡El espectáculo debe continuar! 


			 


			Estas notas introductorias han reconstruido el proceso a través del cual los razonamientos heurísticos de Einstein condujeron a la formulación de la teoría de la relatividad general en el año 1915. En particular, la interacción entre las técnicas heurísticas de Einstein y sus resultados matemáticos intermedios tuvieron un papel esencial. Estos resultados concretos adquirieron una nueva interpretación física que obligó a alterar la formulación heurística. No obstante, esta interacción no acabó con la formulación de la ecuación de campo en el artículo final de noviembre de 1915. Las tensiones entre los razonamientos informales de Einstein y las implicaciones de la nueva teoría también caracterizaron su evolución ulterior al menos hasta 1930, y en algunos aspectos dicho proceso continúa incluso en la actualidad.  


			
	    

	 	
	    
             


			EL MANUSCRITO ANOTADO 


			 


			Para diferenciar su contenido, las anotaciones anexas a las páginas que reproducen el manuscrito original tienen tres estilos diferentes. El primero es el texto con el tipo de letra normal, que se emplea para contenidos relacionados con la página específica del manuscrito. En el segundo estilo, los párrafos aparecen delimitados por una raya vertical a la izquierda y se emplea para material contextual de índole más básica. Finalmente, en el tercer estilo el texto está escrito dentro de un recuadro gris y se utiliza para explicar una idea o concepto. Las notas bibliográficas se hallan al final del capítulo. La numeración de cada página del manuscrito aparece en la parte superior de la página correspondiente entre corchetes. La numeración entre corchetes se utiliza en esta sección a la hora de hacer referencia a contenidos. 
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			¿Por qué fue Einstein más allá de la relatividad especial? 


			 


			

				¿Por qué formuló Einstein, en primer término, la teoría especial de la relatividad en 1905? Su mayor logro fue la extensión del principio de relatividad de Galileo-Newton, que establece que las leyes de la mecánica son las mismas en todos los sistemas de referencia inerciales que se mueven con velocidad constante unos respecto a otros. Einstein extendió este principio a todas las leyes de la física. El principio clásico de relatividad se puede explicar usando la analogía de un tren con las ventanas cubiertas que se mueve a velocidad constante. No existe ningún experimento mecánico que permita a los pasajeros en el interior del tren discernir si éste se halla en movimiento respecto al andén o si está en reposo. 


				¿Es posible extender este principio a todos los fenómenos físicos, incluso a fenómenos electromagnéticos como la luz? De acuerdo con la interpretación de dichos fenómenos basada en las ecuaciones de Maxwell, que era predominante en la época, no parecía ser posible. Se sabía que la luz era un fenómeno ondulatorio y dichos fenómenos requieren la existencia de un medio que posibilite la propagación. En el caso del electromagnetismo, este medio se denominó «éter», y nunca fue posible detectarlo a través de experimentos. Se supuso que el éter estaba inmóvil y que definía un sistema de referencia privilegiado en el que la velocidad de la luz, que aparece explícitamente en las ecuaciones de Maxwell, es una constante. Einstein hizo la suposición audaz, incompatible con la física clásica, de que la constancia de la velocidad de la luz se cumple en todos los sistemas de referencia inerciales y, además, de que el éter no existe. De este modo el principio de relatividad se extendía a todos los fenómenos físicos. Si la velocidad de la luz no fuese constante, las leyes del electromagnetismo serían diferentes en sistemas de referencia inerciales diferentes. 


				En una reseña divulgativa sobre la relatividad especial y general, publicada en 1917, Einstein escribió: «Dado que la introducción del principio de relatividad especial ha quedado justificada, cualquier intelecto que se esfuerce para alcanzar una generalización debe experimentar la tentación de avanzar un paso más hacia el principio de relatividad general». Los pocos «intelectos» que se sintieron tentados a dar ese paso trabajaban en áreas marginales de la física y no consiguieron ningún avance. Einstein fue el único que siguió de forma persistente aquella intuición desde 1907.  


			


			 


			Este manuscrito resume la conclusión exitosa del esfuerzo de Einstein por generalizar la relatividad especial. En la primera página, los títulos propuestos de la parte A y la sección 1 aparecen hacia el final de la página con el fin de incluir unas pocas observaciones introductorias con los nombres de las personas que tuvieron un papel esencial en el descubrimiento de la relatividad general: 


			 


			• Hernmann Minkowski, que desarrolló una formulación geométrica de la teoría especial de la relatividad sobre la base de un espaciotiempo de cuatro dimensiones, la cual se convirtió en el punto de partida natural de la transición hacia la relatividad general. 


			• Carl Friedrich Gauss, el padre de la geometría de superficies curvas. 


			• Bernhard Riemann, Elwin Bruno Christoffel, Gregorio Ricci-Curbastro y Tullio Levi-Civita, los matemáticos que generalizaron el trabajo de Gauss a dimensiones superiores desarrollando los métodos y conceptos matemáticos necesarios. 


			• Marcel Grossmann, con quien Einstein tenía una deuda especial de gratitud por haberle mostrado las técnicas matemáticas y por haber trabajado con él en los estadios iniciales del desarrollo de la relatividad general. 


			 

            Nota a esta página.
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			¿Qué era incorrecto en las nociones clásicas de espacio y tiempo? 


			 


			

				Las nociones clásicas de espacio y tiempo se basaban en la experiencia práctica con reglas y relojes, y además funcionaban bien como fundamento de la astronomía y la mecánica clásica. De hecho, funcionaban tan bien que casi nadie pensó que en algún momento tendrían que ser alteradas. Pero algunas cosas no encajaban. 


				La ampliación de Einstein, en 1905, del principio clásico de relatividad para incluir los fenómenos electromagnéticos se basaba en una reinterpretación del electromagnetismo tal y como fue concebido por James Clerk Maxwell, Heinrich Hertz y Hendrik Antoon Lorentz. A partir del electromagnetismo, Einstein formuló el principio de que la velocidad de la luz tiene que ser constante. La combinación del principio de relatividad y la constancia de la velocidad de la luz implican cambios fundamentales en la concepción del espacio y el tiempo. Espacio y tiempo pierden su significado absoluto, en el sentido de que conceptos globales tales como una foliación particular del espaciotiempo pasan ahora a tener un carácter meramente convencional, aunque esto no tiene relevancia física. Lo que es relevante es que, a diferencia de la física clásica, «localmente en el tiempo», en el sentido de una medición efectuada con un reloj, depende del camino entre dos eventos. La teoría de la relatividad especial conlleva cambios de gran calado en la noción de espacio y tiempo, pero hay un aspecto acerca de los procesos de medida del espacio y el tiempo que no cambia. Tanto en física clásica como en relatividad especial, las leyes de la geometría admiten una interpretación directa sobre la base de la posible situación de un cuerpo rígido en reposo. Algo análogo sucede con el intervalo de tiempo que transcurre entre dos posiciones seleccionadas de las manecillas de un reloj en reposo con respecto a un sistema de referencia prefijado. Einstein advierte al lector de que esta simple interpretación del espacio y el tiempo tendrá que ser abandonada en la transición a la relatividad general.  


			


			 


			Einstein comienza su exposición sobre la transición a la relatividad general señalando un problema epistemológico básico de la mecánica newtoniana clásica, reconocido por vez primera por Ernst Mach. Einstein va incluso más allá al indicar que el problema también aparece tanto en la mecánica clásica como en la relatividad especial, sin tener en cuenta que la relatividad especial ha resuelto el problema en cierto sentido. Einstein expone el problema a través del ejemplo de dos cuerpos uno en rotación y el otro no. Ésta es su versión del famoso experimento de los dos cubos de Newton (véase también la página [3]). 
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			La mecánica newtoniana se basa en el hecho de que el espacio es, por su propia naturaleza, absoluto e inmutable, sin ninguna relación con objetos que existan fuera de él. Además cabe distinguir entre el movimiento absoluto y el movimiento relativo. Isaac Newton explica esta distinción mediante el experimento del cubo. Tómense dos cubos llenos de agua idénticos y póngase uno de ellos a rotar alrededor de su eje. La superficie parabólica del agua en el cubo en rotación aparece debido a las fuerzas centrífugas que sólo operan en este cubo. Según Newton, la rotación es respecto al espacio absoluto, y la presencia de fuerzas centrífugas permite distinguir entre movimiento absoluto y movimiento relativo. Mach rechazó la idea de espacio y movimiento absolutos, sugiriendo en su lugar que la forma de la superficie del agua en el cubo en rotación se debe a que el cubo rota con respecto al resto de la materia del universo. El mismo efecto tendría lugar si el cubo estuviese en reposo y el resto del universo estuviese en rotación. Einstein adoptó plenamente el pensamiento de Mach al que posteriormente denominó «principio de Mach». Según Einstein, «Mach reconoció de forma clara los puntos débiles de la mecánica clásica y se acercó a la exigencia de una teoría general de la relatividad» (obituario de Mach, 1916). 


			 

            Nota a esta página.
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			¿Por qué se percató Einstein de dificultades que otros ignoraron? 


			 


			

				Al comienzo del siglo XX la física clásica alcanzó su cenit. Era capaz de explicar numerosos fenómenos. Cuando nuevos experimentos, como el descubrimiento de nuevas formas de radiación, revelaban nuevos puntos de vista, éstos no se consideraban desafíos a sus conceptos fundamentales de espacio y tiempo. ¿Por qué entonces Einstein puso en cuestión estos fundamentos? 


				Einstein no era ante todo un filósofo pero, como sus colegas, estaba interesado en las explicaciones físicas. Sin embargo apreciaba el valor del pensamiento epistemológico en la búsqueda de principios básicos y teorías físicas. En su formulación de las teorías especial y general de la relatividad, su pensamiento recorrió niveles diferentes: el nivel de los fenómenos concretos que había que explicar, el nivel del formalismo matemático y las herramientas teóricas, y el nivel de los conceptos físicos utilizados. Era consciente de que esos conceptos eran construcciones humanas provisionales que no estaban dadas a priori y por tanto eran susceptibles de modificación. 


				De acuerdo con su propio testimonio, Einstein recibió una profunda influencia del filósofo David Hume y del físico y filósofo Ernst Mach: «Nadie negará el papel precursor de los epistemólogos en el progreso; en mi caso puedo decir que Hume y Mach me han ayudado muchísimo, tanto de manera directa como indirecta». Einstein volvió a recurrir a esta observación mucho después, cuando a los sesenta y siete años de edad, en sus Notas autobiográficas, comentó lo difícil que fue librarse de la creencia en la naturaleza absoluta de la simultaneidad: «Reconocer este axioma y su carácter arbitrario implica percibir la parte esencial de la solución del problema. El razonamiento crítico necesario para llegar a descubrir esto fue perfeccionado, especialmente en mi caso, gracias a las lecturas de los escritos filosóficos de David Hume y Ernst Mach».  


				Durante sus años en Berna (1902-1908), Einstein organizó un club de lectura con dos amigos, Maurice Solovine y Conrad Habicht, al que llamaron Academia Olimpia. Entre los títulos leídos se hallaban Análisis de las sensaciones y la relación entre lo físico y lo psíquico, de Ernst Mach, y Tratado de la naturaleza humana, de David Hume. Durante su época de estudiante Einstein también leyó el libro de texto Mecánica, de Ernst Mach. 


			


			 


			En el texto, Einstein describe su propia versión del argumento del cubo de Newton. Menciona un sistema de dos cuerpos fluidos del mismo tamaño y naturaleza, separados en el espacio. Uno de los cuerpos está en rotación con velocidad angular constante alrededor de un eje que conecta los dos cuerpos. Un observador en reposo con respecto a cualquiera de los dos cuerpos siempre ve al otro cuerpo en rotación pero sólo cambia la forma de uno de los dos cuerpos. Einstein no puede determinar ninguna causa intrínseca al sistema de los dos cuerpos que origine sus comportamientos diferentes. Por tanto concluye, de acuerdo con Mach, que la diferencia se debe a una causa que reside fuera del sistema de los dos cuerpos, a saber, las masas distantes en el universo. Ninguno de los sistemas de referencia respecto al cual uno de los cuerpos está en reposo es un sistema de referencia privilegiado. Esta conclusión conduce a Einstein al enunciado del principio general de relatividad: las leyes de la física tienen una naturaleza tal que valen en sistemas de referencia en un estado de movimiento arbitrario. 
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			Archivo de imágenes de la Biblioteca de la Escuela Politécnica de Zúrich. 


			 

            Nota a esta página.
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			¿Cuál fue la idea más feliz de Einstein y cómo llegó a ella? 


			 


			

				En 1922 Einstein impartió una conferencia en la Universidad de Kioto titulada «Como creé la teoría de la relatividad». En ella recordó que «estando yo sentado en una silla en la oficina de patentes de Berna me vino de repente la idea de que cuando una persona está en caída libre no siente su propio peso. Me quedé asombrado. Esta simple idea me impresionó vivamente. Me condujo a la teoría de la gravedad». Más adelante y ya con más edad, Einstein calificó esta revelación como el pensamiento «más feliz» de su vida. ¿Por qué esta idea fue tan importante y cuál fue su motivación? Analicemos primero el papel de la idea en el trabajo de Einstein sobre la gravitación.  


			


			 


			En esta página, Einstein señala que un campo gravitatorio tiene la importante propiedad de que todos los cuerpos experimentan la misma aceleración bajo su efecto (principio de Galileo). La gravitación y la aceleración son hasta cierto punto intercambiables. De este modo, un observador en caída libre no experimenta el efecto de la gravitación y por unos momentos se siente igual que un astronauta. 


			De forma semejante, un observador en un sistema de referencia uniformemente acelerado en el espacio exterior puede describir el movimiento de los cuerpos masivos con respecto a este sistema considerando que el sistema está en reposo ante la presencia de un campo gravitatorio uniforme. Ésta es la idea decisiva del famoso principio de equivalencia de Einstein. Este principio le permitió estudiar una parte de los efectos gravitatorios con la ayuda de sistemas de referencia acelerados. El tratamiento de estos sistemas de referencia dentro del marco de la relatividad especial le ayudó a obtener una intuición sobre las propiedades relativistas del campo gravitatorio mucho antes de haber formulado una teoría completa sobre el mismo. Algunas de las pistas informales más importantes que conducen al desarrollo de dicha teoría provienen del principio de equivalencia, como por ejemplo la curvatura de la luz en un campo gravitatorio. 
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			Un rayo de luz que se propaga según una trayectoria rectilínea en un sistema de referencia inercial seguirá una trayectoria curva en un sistema de referencia acelerado. El principio de equivalencia condujo a Einstein a la conclusión de que la luz tiene que curvarse en presencia de un campo gravitatorio.  


			 


			

				La observación de la curvatura de los rayos de luz durante un eclipse solar en 1919 catapultó a Einstein, prácticamente de la noche a la mañana, a la fama mundial. 


				En mecánica clásica la masa de un cuerpo material tiene un papel doble. Primero, determina la aceleración del cuerpo al imprimírsele una fuerza. En este caso la masa se denomina «masa inercial». En segundo lugar, la masa determina la fuerza gravitatoria experimentada por el mismo cuerpo ante la presencia de un campo gravitatorio, que en este contexto recibe el nombre de «masa gravitatoria». En la nota al pie de esta página del manuscrito, Einstein menciona al físico húngaro Lorand Eötvös, que demostró con gran precisión que ambas masas son idénticas. Desde el punto de vista de la física clásica, esta equivalencia aparece como una mera coincidencia. Cuando Einstein trató de formular una teoría relativista de la gravitación parecía que la equivalencia dejaba de ser cierta. Pero se percató de que esta igualdad se cumplía de forma automática si se acepta el principio de equivalencia. Por eso consideró el principio de equivalencia su «pensamiento más feliz».  


			


			 

            Nota a esta página.
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			¿Por qué la teoría de Einstein de la gravitación requiere una geometría no euclidiana? 


			 


			

				Desde una perspectiva histórica la pregunta interesante es: ¿cuándo y cómo se dio cuenta Einstein de que su nueva teoría necesitaba una geometría no euclidiana? Aunque había encontrado el principio de equivalencia en 1907, hasta 1911 no empezó a elaborar sus consecuencias y a desarrollar una nueva teoría de la gravedad. 


				En 1912, Einstein comenzó creando una teoría del campo gravitatorio estático, análoga a la clásica teoría newtoniana y al caso del campo electrostático. Sin embargo, Einstein sabía que su teoría debía ser capaz de describir los efectos dinámicos de la gravitación, al igual que el electromagnetismo describe efectos dinámicos tales como los fenómenos de inducción o las ondas electromagnéticas, efectos que no tenían un análogo conocido en el caso gravitatorio. En este caso, Einstein tuvo en el principio de equivalencia una manera de equilibrar la situación, porque le permitió considerar las fuerzas de aceleración de un sistema de referencia en rotación (semejantes a las del cubo en rotación de Newton) como análogas al campo magnético de la electrodinámica. Pero, además, el análisis de la rotación permitió aportar nuevas luces sobre el fundamento de la nueva teoría. Para Einstein, la nueva teoría de la gravedad debía permitir tratar un sistema de referencia en rotación al mismo nivel que uno en reposo y las fuerzas medidas en el primero tenían que poder considerarse campos gravitatorios dinámicos.  


			


			 


			Para demostrar por qué es necesario «un punto de vista más general» acerca de las mediciones espaciales y temporales, tal y como se especifica en la página 2 del manuscrito, Einstein se vale del ejemplo de un sistema de referencia K´ que rota con velocidad angular uniforme respecto a un sistema galileano K (un caso práctico de esta situación sería el de un tiovivo). Einstein compara las mediciones de la circunferencia y el diámetro de un disco circular en rotación efectuadas con varillas en reposo respecto al sistema K, con las mismas medidas usando varillas en reposo relativo al sistema K´. 


			Para un observador en reposo con respecto al sistema galileano K, el valor del cociente entre la circunferencia y el diámetro del disco en rotación, que fueron medidos con varillas en reposo relativo a K, resulta ser r. Si el mismo observador realiza las mismas mediciones en el sistema K´, usando ahora varillas en reposo relativo respecto a K´, el resultado del cociente anterior es diferente. Las varillas usadas para medir la circunferencia en el caso del sistema en rotación experimentan, de acuerdo con la relatividad especial, la contracción de Lorentz respecto al observador y por tanto hacen falta más varillas para medir la circunferencia. La longitud de las varillas usadas para medir el diámetro no está afectada por la contracción de Lorentz, por lo que se concluye que el cociente entre la circunferencia y el diámetro es ahora mayor que r. Por tanto, la geometría en el sistema en rotación no puede ser la euclidiana y, dada la equivalencia entre la aceleración centrífuga del sistema en rotación y la gravedad, se concluye que no es posible utilizar la geometría euclidiana en la teoría relativista de la gravitación. 
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				Dos de las características distintivas de la geometría euclidiana son: primero, la suma de los ángulos de un triángulo es 180° o r si se mide en radianes, y segundo: el cociente entre la longitud de la circunferencia de un círculo y su diámetro vale r. Estas propiedades no tienen por qué ser ciertas en una geometría no-euclidiana. La distinción entre las diferentes geometrías se visualiza fácilmente en dos dimensiones si imaginamos por ejemplo un plano y una superficie curva como la esfera. El estudio de la geometría no euclidiana en espacios curvos tuvo en el matemático Gauss, durante el siglo XIX, a uno de sus pioneros y Einstein conoció sus trabajos en su etapa de estudiante. 
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			¿Cuál es el papel de las coordenadas en la nueva teoría de la gravitación? 


			 


			

				Para definir la posición de un punto en el espacio es necesario introducir un sistema de coordenadas. Una elección de coordenadas útil en el plano es el sistema cartesiano de coordenadas, que está definido a través de una red de líneas horizontales y verticales que son perpendiculares entre sí. Otra posibilidad es utilizar un sistema curvilíneo de coordenadas que en un espacio plano siempre se puede transformar en un sistema cartesiano. En una superficie curva no siempre es posible transformar un sistema de coordenadas curvilíneo a uno cartesiano. 


				El análisis que se lleva a cabo aquí y en las páginas siguientes es el preludio de lo que va a ser la idea central de la relatividad general, a saber, que la gravedad es la manifestación de la geometría curva del espaciotiempo. En enero de 1921 Einstein presentó una ponencia en la Academia Prusiana de Ciencias en la que disertó sobre el papel de la geometría en la física. Una de sus afirmaciones fue la siguiente: «La geometría, en su aspecto completo, es evidentemente una ciencia natural. De hecho podemos considerarla la rama de la física más antigua. Sus afirmaciones se basan de forma esencial en la inducción a partir de la experiencia, no sólo en la deducción lógica. Podemos denominarla “geometría práctica”. [...] La pregunta sobre si la geometría práctica del universo es euclidiana o no tiene un significado claro y su respuesta sólo cabe encontrarla a través de la experiencia». 


			 

            [image: ]

			 


				El problema del significado físico de las coordenadas fue un misterio para Einstein hasta prácticamente la finalización de su nueva teoría de la gravedad. En la física clásica su significado físico está intuitivamente claro: su función es identificar y etiquetar eventos en el espacio y el tiempo con la ayuda de reglas y relojes. Pero el estudio de un sistema de referencia en rotación y su interpretación en términos de un campo gravitatorio dinámico mostró que esta simple relación entre coordenadas y mediciones no puede cumplirse. 


			


			 


			Tras haber analizado el uso de varillas, Einstein estudia el extraño comportamiento de los relojes en un campo gravitatorio. Para ello vuelve a recurrir al modelo del sistema de referencia K´ en rotación con respecto a un sistema en reposo K. Un observador situado en el origen común de coordenadas de ambos sistemas compara, utilizando un rayo de luz, el tiempo medido por su reloj con el tiempo medido por un reloj situado en el borde de un disco en rotación. Debido a la dilatación temporal de la relatividad especial, el observador encuentra que el reloj colocado en el borde experimenta un retraso en relación con su propio reloj. La magnitud del retraso dependerá de la velocidad del reloj que está en el borde del disco que a su vez depende de la distancia del borde al origen común de coordenadas. Así pues, el tiempo medido por un reloj en reposo respecto a un sistema en rotación depende de la posición del reloj en relación con el propio sistema. Esto implica que, de acuerdo con el principio de equivalencia, el paso del tiempo medido por un reloj situado en un campo gravitatorio tiene que depender de su posición. Einstein concluye que, al igual que no es posible medir directamente diferencias de coordenadas espaciales con una varilla normal, tampoco lo es medir directamente diferencias de coordenadas temporales con un reloj normal. 


			La imposibilidad de proporcionar una interpretación física directa a un sistema de coordenadas condujo a Einstein a la conclusión de que todos los sistemas de coordenadas son, en principio, adecuados para una descripción de las leyes de la naturaleza. Por tanto las ecuaciones que representan estas leyes tienen que permanecer inalteradas ante cualquier cambio de coordenadas. En otras palabras, las ecuaciones deben ser covariantes en un sentido general. Ésta es la primera vez que Einstein usa en el manuscrito el concepto de covariancia general. 


			 

            Nota a esta página.
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			¿Cuál es el significado de la covariancia general? 


			 


			

				Para Einstein, la covariancia general de su teoría tenía un profundo significado filosófico. Se trataba de la expresión matemática del principio de relatividad general y por tanto de la piedra angular de su teoría. Esta idea fue posteriormente puesta en tela de juicio porque se trataba de una propiedad matemática de las ecuaciones y no de una característica física de la naturaleza. Al final resultó que cualquier teoría se podía formular de una forma covariante generalizada. De hecho, la mecánica newtoniana y la relatividad especial se pueden formular de una forma covariante generalizada, pero estas formulaciones no prescinden de una estructura predeterminada del espaciotiempo tal como lo hace la relatividad general. 


				Al comienzo de la elaboración de su teoría, Einstein pensó que bastaban las coordenadas a la hora de identificar eventos en el espacio, lo cual las dotaba de un significado físico. Sin embargo, esta suposición condujo a interpretaciones problemáticas que parecían implicar que la teoría no podía adoptar una formulación covariante generalizada. De hecho, con la suposición de que las coordenadas tienen un significado físico intrínseco, Einstein fue capaz de construir en 1913 dos soluciones diferentes de las mismas ecuaciones de campo utilizando un argumento que llegó a conocerse como el «argumento del agujero», debido a que, aparentemente, las dos soluciones coexisten en una región del espacio sin ningún contenido material. A partir de una solución dada, se construye una nueva solución mediante una deformación del sistema de coordenadas utilizado originalmente. El valor del campo en la nueva solución se define usando el valor del campo en el antiguo sistema de coordenadas antes de la deformación (véase la figura). Así pues, en el momento de su formulación, este argumento ayudó a Einstein a justificar el hecho de que la teoría preliminar formulada con Grossmann (la Teoría Entwurf) no fuera una teoría completamente covariante. 
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				Tras haber formulado la teoría de la relatividad general en 1915, que carece de estos problemas, Einstein aún tenía que deshacerse del argumento del agujero. En este punto, se dio cuenta de que las coordenadas no tienen ningún significado físico intrínseco. Probablemente fue Schlick quien le sugirió que sólo es posible atribuir un significado físico a las coincidencias espaciotemporales que se pueden medir físicamente, como el cruce de dos rayos de luz o la posición de la manecilla de un reloj. 


			


			 


			Este complejo argumento llevó a Einstein a escribir al comienzo de la página: «Que la covariancia general, que elimina el último rastro de objetividad física del espacio y el tiempo, es un requisito natural, se sigue de la siguiente reflexión: todas nuestras verificaciones espaciotemporales se basan de manera invariable en la determinación de coincidencias espaciotemporales». 


			Nótese que Einstein cambió el título de la sección 4, «La propiedad métrica fundamental» por el más descriptivo: «La relación de las cuatro coordenadas con el proceso de medida en el espacio y el tiempo», que se corresponde con el énfasis hecho en la primera frase de la página siguiente, a saber, que el objetivo principal no era dar una presentación lógica sucinta de la teoría sino hacerla intuitivamente plausible. 


			 

            Nota a esta página.
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			¿Qué es la geometría del espaciotiempo? 


			 


			

				En 1907 Minkowski desarrolló un formalismo matemático para representar eventos del espaciotiempo y sus relaciones, tal y como se deducían de la relatividad especial. El formalismo matemático consta de un espaciotiempo de cuatro dimensiones en el que las coordenadas, que representan sistemas de referencia físicos, se utilizan para caracterizar cada evento físico a través de cuatro números: sus tres coordenadas espaciales y una coordenada temporal. La coordenada temporal siempre se multiplica por la velocidad de la luz, que es una constante, y así adquiere las dimensiones de una coordenada espacial, lo que hace que el mundo cuatridimensional de Minkowski sea más parecido al mundo tridimensional euclidiano de la física clásica. 


			


			 


			En esta página Einstein introduce los conceptos de «elemento de línea» y «tensor métrico». El elemento de línea ds (el significado de d es el de una distancia infinitesimal) es la distancia entre dos puntos adyacentes en el espaciotiempo. El elemento de línea se expresa en términos de las proyecciones del segmento que une los dos puntos sobre las líneas que definen el mallado del sistema coordenado (el resultado son las cantidades dxn (n = 1,2,3,4)). En el espacio plano de Minkowski usado en la relatividad especial el cuadrado del elemento de línea viene dado por la ecuación (1). Esencialmente, se trata de la generalización del teorema de Pitágoras a dimensión 4 teniendo en cuenta la naturaleza especial de la coordenada temporal. 

			En el espaciotiempo cuatridimensional curvo son necesarios diez números para calcular la distancia entre un punto y otro vecino y el valor de ds2 viene ahora dado por la ecuación (3). Es conveniente escribir estos diez números como una matriz 4 × 4, denotada por gµν, donde el primer índice representa la fila y el segundo la columna de la matriz. Esta matriz se denomina «tensor métrico» y refleja las propiedades geométricas del espaciotiempo en las coordenadas escogidas. Sus componentes son, en general, funciones de la posición espaciotemporal. El tensor métrico tiene dieciséis componentes pero sólo diez de ellas son independientes debido a la simetría de los términos no diagonales—g12 = g21, . . . . En el espaciotiempo plano el tensor métrico se reduce a la tabla de la ecuación (4). En los sistemas de referencia acelerados, y por tanto en presencia de un campo gravitatorio, siempre habrá elementos del tensor métrico que no son constantes. 
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				Tras intentar sin éxito incorporar la gravitación a su teoría especial de la relatividad, Einstein decidió basar una teoría relativista de la gravitación en el principio de equivalencia que establecía que un campo gravitatorio estático se puede simular a través de un sistema de referencia en aceleración uniforme. Esta idea permitió a Einstein obtener conclusiones sobre la gravitación utilizando efectos de la relatividad especial que se manifiestan en un referencial de este tipo. Einstein publicó el principio de equivalencia por primera vez en un artículo de revisión de 1907. En la misma publicación también analizó algunas de sus implicaciones más inmediatas, como la curvatura de los rayos de luz en un campo gravitatorio y el efecto de la gravitación sobre el ritmo temporal medido con un reloj. No fue hasta cuatro años después, durante su etapa de catedrático de Física Teórica en la sección alemana de la Universidad Carolina de Praga (abril de 1911-julio de 1912), cuando Einstein enunció una formulación más completa del principio de equivalencia, estudiando sus consecuencias con mayor detalle. 
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			¿Cuándo se percató Einstein de que la gravedad tiene que describirse mediante una expresión matemática compleja? 


			 


			

				En 1911, en Praga, Einstein se concentró en el desarrollo de una teoría consistente del campo gravitatorio estático basada en el principio de equivalencia. Al igual que la teoría newtoniana, la de Einstein involucraba un potencial gravitatorio representado por un único campo escalar, que estaba asociado a una velocidad de la luz variable. Algunas de las características finales de la teoría de la relatividad general ya estaban perfiladas, entre ellas la propiedad de que la fuente del campo gravitatorio no es sólo la masa de los cuerpos sino también la masa equivalente de la energía del propio campo gravitatorio. Así pues, el campo gravitatorio, generado por una fuente, puede actuar a su vez como su propia fuente, por lo que es plausible pensar que la ecuación de campo es no-lineal. Sin embargo, en tanto en cuanto Einstein restringió su estudio a un campo gravitatorio estático, mantuvo la suposición de representar el potencial gravitatorio mediante una única función. 


			


			 


			Al tratar de generalizar su teoría preliminar del campo gravitatorio estático en 1912, durante su periodo en Praga, Einstein se dio cuenta de que, para describir el campo gravitatorio, era necesario utilizar un objeto matemático mucho más complicado que en la física clásica. En vez de una única función escalar, el potencial gravitatorio en su teoría se describía con el «tensor métrico», un objeto matemático con diez funciones independientes. Al mismo tiempo, este objeto describe la geometría del espaciotiempo cuatridimensional. De acuerdo con esto, la gravedad se concibe como una propiedad geométrica del espaciotiempo. Sin embargo tuvo que transcurrir mucho tiempo hasta alcanzar una comprensión profunda de todas las consecuencias de esta implicación. 


			 


			

				El descubrimiento de que el potencial gravitatorio se representa usando la métrica del espaciotiempo es uno de los principales hitos en el camino hacia la relatividad general. Una pista acerca de cómo aconteció este gran hallazgo aparece en la última frase del último artículo sobre gravitación que Einstein escribió estando en Praga (se trata de un añadido en las galeradas): «La ecuación hamiltoniana, que es la última ecuación de todas, da una idea de cómo construir la ecuación de movimiento de un punto material que se mueve en un campo gravitatorio dinámico». De hecho, Einstein había sido capaz de escribir una ecuación de su teoría del campo estático de tal forma que se podía vislumbrar la generalización en términos del tensor métrico. 


			


			 


			En la parte B, Einstein hace lo que anunció en la introducción, a saber, desarrollar las herramientas necesarias que eviten un estudio previo de las matemáticas para la comprensión del artículo. Inicialmente, tenía la intención de comenzar su exposición explicando los elementos básicos de la geometría de espacios curvos: la línea geodética. Finalmente decidió que era necesaria cierta preparación matemática y recuperó el título de la sección 5 que había tachado inicialmente, posponiéndolo para la sección 10.  


			 

            Nota a esta página.
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			¿Por qué tenemos que distinguir entre tensores, vectores y escalares? 


			 


			Los tensores son objetos matemáticos muy complicados. ¿Por qué son indispensables en la relatividad general? Las leyes de la física están formuladas mediante fórmulas matemáticas en las cuales las entidades matemáticas que aparecen a ambos lados de las ecuaciones son funciones de la posición en el espacio y el tiempo y adoptan valores diferentes para observadores que utilizan sistemas de referencia diferentes, caracterizados por sistemas de coordenadas distintos. La imposición de la covariancia general significa que, aunque ambos miembros de una ecuación pueden cambiar al pasar de un sistema de referencia a otro, la igualdad se mantiene para todos los observadores, independientemente de su estado de movimiento relativo. El objeto matemático que satisface esta propiedad se denomina tensor. Vectores y escalares son casos particulares de tensores. 


			 


			

				Aunque los vectores y el análisis vectorial eran ya conocidos por los físicos gracias al éxito del electromagnetismo, los tensores sólo eran conocidos por unos pocos especialistas que trabajaban en campos como la cristalografía. No sorprende por tanto que cuando Einstein se dio cuenta de que necesitaba métodos matemáticos más complejos que los que él conocía pidiese ayuda a su amigo matemático: «Grossmann, tienes que ayudarme o me volveré loco». Juntos se sumergieron de lleno en el estudio del cálculo diferencial absoluto de Riemann, Ricci y Levi-Civita, que abarcaba desde la geometría gaussiana de superficies en un espacio tridimensional a la geometría riemanniana en dimensiones superiores. 

				Einstein escribió al físico A. Sommerfeld: «Trabajo de manera exclusiva en el problema de la gravitación y confío en que, con la ayuda de un amigo matemático, podré superar todas las dificultades. [...] Tengo un gran respeto por las matemáticas, cuyos aspectos más sutiles consideraba, en mi ignorancia, un lujo. Comparado con este problema, la teoría original de la relatividad es un juego de niños». 
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			Einstein explica la razón para una presentación exhaustiva del cálculo tensorial y luego comienza con las definiciones básicas. Los tensores más simples son los vectores (tensores de rango 1) y los escalares (de rango 0). Los vectores son objetos que poseen un módulo y una dirección en cada punto del espacio (más adelante, y de acuerdo con Einstein, nos limitaremos al espaciotiempo) y se representan mediante un conjunto de componentes relacionadas con la base de vectores asociada al sistema de coordenadas escogido para denotar los puntos en el espacio. Los vectores se denotan utilizando letras griegas y se usan tantas como la dimensión del espacio, por lo que en nuestro caso tendríamos n = 1,2,3,4. Para pasar de un sistema de coordenadas, xn, a otro, x’n, las componentes de un vector cambian (debido a que los vectores de la base cambian) de acuerdo con una regla de transformación. Los vectores contravariantes, que por convenio se denotan colocando los índices griegos arriba, difieren de los vectores covariantes, cuyos índices se sitúan abajo, en la manera en que las componentes quedan determinadas por la base y se caracterizan por diferentes reglas de transformación. La suma de los productos de las componentes de un vector contravariante y covariante (ecuación 6) es una función de la posición del espaciotiempo que es invariante bajo transformaciones de coordenadas. Estas funciones se conocen como escalares o tensores de rango 0. 


			 

            Nota a esta página.
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			¿Cuándo llega Einstein a la conclusión de que necesita métodos matemáticos más complejos? 


			 


			

				En su introducción de la edición checa de Sobre la teoría especial y general de la relatividad explicada en términos sencillos, ya mencionada (véase «En el prólogo de la edición checa de su famoso libro...» en la sección Hacia la relatividad general. La odisea intelectual de Einstein), Einstein dice: «La idea clave de la analogía entre la formulación matemática de la teoría y la teoría gaussiana de superficies la tuve en 1912, tras mi vuelta a Zúrich, sin estar yo al corriente en aquel momento de los trabajos de Riemann, Ricci y Levi-Civita. La primera vez que supe de la existencia de los mismos fue a través de mi amigo Grossmann...». Einstein consideraba verdaderamente a Grossmann su amigo. En 1905 dedicó su tesis doctoral, Una nueva determinación de la dimensión molecular, a «Mi amigo, el doctor Marcel Grossmann». La vuelta de Einstein al Instituto Politécnico de Zúrich se debió a una iniciativa de Grossmann, después de ser nombrado decano de matemáticas en 1911. Einstein prefirió aceptar la invitación de Grossmann en lugar de ir a Leiden, Holanda, donde podría haber sucedido a Lorentz. 


			  La «idea clave» mencionada en el párrafo anterior señala la transición de Einstein de la teoría relativista de la gravitación estática a la teoría dinámica. A pesar de lo que expresaba en la cita anterior, es bastante probable que Einstein ya supiese antes de ir a Zúrich que la teoría escalar de la gravitación tenía que ser abandonada en favor de una geometría más compleja del espaciotiempo. A finales de 1911, mantuvo una correspondencia con Laue acerca de este asunto. 


				En una carta a su amigo Besso, fechada en marzo de 1912, Einstein escribió: «Últimamente he estado trabajando como un loco en el problema de la gravitación, habiendo llegado al punto de haber terminado con la parte estática. Ahora mismo no sé nada sobre la parte dinámica, tengo que empezar ahora con ello». La transición al caso de los campos dinámicos permitiría a Einstein demostrar que no existen sistemas de referencia privilegiados. De manera específica, las mismas leyes se aplicarían en sistemas de referencia inerciales y en rotación. Acerca de esto, Einstein recalcó lo siguiente en la misma misiva a Besso: «Comprobarás que sigo lejos de ver cómo se puede tratar la rotación igual que el reposo. Cada paso es endiabladamente difícil y lo que he conseguido hasta ahora es realmente lo más simple de todo». 


			


			 


			Einstein continuó con la definición de tensor de rango 2, denotado con dos índices. Estos tensores se pueden construir a partir de los dieciséis productos de las componentes de dos vectores contravariantes (el denominado «producto tensorial». En este caso el resultado es un tensor contravariante de rango 2. De forma análoga, es posible definir tensores covariantes de rango 2 (con los dos índices abajo) y tensores mixtos de rango dos (con un índice arriba y otro abajo). La propiedad que caracteriza a los tensores es su ley de transformación al cambiar de un sistema de coordenadas xn a otro sistema de coordenadas x´n. 


			 


			

				Hasta la ecuación (7), Einstein utiliza el sumatorio R con un índice debajo del símbolo, para indicar la suma de los términos que se corresponden con los posibles valores del índice (cuatro valores en este caso). Einstein introduce una convención, ampliamente adoptada desde entonces, que consiste en que siempre que un índice aparezca dos veces, como superíndice y como subíndice, se sobreentiende que hay un sumatorio en ese índice, sin necesidad de escribir el símbolo correspondiente.  


			


			 

            Nota a esta página.
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			¿Qué se puede aprender de la teoría del electromagnetismo? 


			 


			

				La teoría newtoniana de la gravitación no bastaba para mostrar el camino hacia una teoría dinámica en la cual la gravedad se propaga en el espacio y el tiempo. Einstein se dio cuenta de que podía utilizar para este objetivo la ya conocida teoría del electromagnetismo formulada por Lorentz. El electromagnetismo es una teoría de campos que no están sólo confinados a las partículas en interacción sino que también actúan en el espacio que rodea dichas partículas. El modelo describe cómo las cargas eléctricas y las corrientes generan el campo en todo el espacio. El campo eléctrico en un punto del espacio es la fuerza que actúa sobre la unidad de carga eléctrica en dicho punto. Así pues, la materia (eléctrica) se considera la «fuente» del campo, y el campo determina a su vez el movimiento de este tipo de materia. De forma análoga, la teoría relativista de la gravedad es una teoría de campos: una teoría del campo gravitatorio. Según este modelo, la formulación matemática de los procesos físicos requiere necesariamente dos partes: 


				 


				• una ecuación de movimiento para describir el movimiento de las partículas en un campo gravitatorio dado, y 


				• una ecuación de campo para obtener el campo gravitatorio generado por sus fuentes (energía y materia). 


				 


				Einstein consideró que la unificación de la inercia con la gravedad era análoga a la de los campos eléctrico y magnético que tanto éxito tuvo en la teoría especial de la relatividad. En este último caso, el único objeto con un significado independiente del sistema de referencia es el campo electromagnético unificado, no los campos eléctrico y magnético por separado. Einstein aceptó como guía el modelo de Lorentz, pero descubrió que hallar una ecuación de campo era más difícil en su búsqueda de una teoría relativista de la gravitación. 


			


			 


			Los tensores de rango 2 de este artículo tienen una propiedad de simetría que se aprecia mejor si se escriben como una matriz 4 × 4. Pueden ser simétricos, en cuyo caso los elementos a ambos lados de la diagonal coinciden (A12 = A21, . . .) o antisimétricos, en cuyo caso tienen signo opuesto (A12 = −A21, . . .). Los tensores simétricos de rango 2 tienen 10 componentes independientes, mientras que en el caso de los antisimétricos los elementos de la diagonal A11, A22, A33, A44 se anulan, lo cual deja 6 componentes independientes. 
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			Un tensor simétrico esencial en la teoría de la gravitación de Einstein combina la densidad de energía, la densidad de las componentes del momento y el flujo de energía y momento en un único objeto matemático: el tensor de energía-momento.  


			Un tensor antisimétrico es el tensor del campo electromagnético que combina las componentes del campo eléctrico (Ex, Ey, Ez) y del campo magnético (Hx, Hy, Hz). La teoría especial de la relatividad implica que los campos eléctricos y magnéticos por separado dependen del sistema de referencia. El tensor del campo electromagnético, introducido por Minkowski, forma parte de la formulación cuatridimensional de la relatividad especial, y permite expresar de forma simplificada las ecuaciones de Maxwell que describen las relaciones físicas entre campos eléctricos y magnéticos, así como entre cargas y corrientes eléctricas. Se escribe a menudo como un vector de seis componentes, y se denomina 6-vector. 
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			¿Cómo se obtienen nuevos tensores a partir de otros preexistentes mediante operaciones tensoriales? 


			 


			En estas páginas preliminares de introducción al cálculo tensorial, en las que principalmente se definen conceptos y se efectúan demostraciones básicas, Einstein intenta que la presentación sea comprensible y completa, siguiendo una pauta natural. Remitiendo al lector a las leyes de transformación entre sistemas de referencia expuestas en las tres páginas anteriores, prueba que los productos tensoriales que aparecen en la mitad de la página dan lugar a nuevos tensores. 


			En esta página, Einstein prosigue con los diferentes tipos de operaciones tensoriales. De forma específica, muestra cómo construir tensores de rango superior a través del producto de tensores de rango menor y explica cómo deducir el carácter covariante o contravariante de los tensoresasí construidos. Otra operación tensorial es la «contracción»: la suma sobre índices iguales (un índice arriba y otro abajo) de un tensor dado. La contracción reduce el rango de un tensor en dos unidades. La contracción de un tensor mixto de rango 2 da lugar a un tensor de rango 0, es decir, una función escalar de las coordenadas que es invariante bajo cambios de coordenadas. Acto seguido, Einstein remite al lector a la ecuación (6) (véase el final de la página [10]), que se utiliza para mostrar cómo construir una función invariante (un escalar) a partir del producto de dos vectores. Einstein usa inicialmente esta ecuación para definir el concepto de «producto interior», pero después decide tachar esta definición y de forma más natural introduce la noción de «producto interior» contrastándola con el concepto de «producto mixto». Procediendo de esta manera, Einstein se basa en la definición del concepto de «contracción» de un tensor mixto. 


			 


			¿Qué pautas de razonamiento heurístico siguió Einstein en su búsqueda de una teoría relativista de la gravitación? 


			 


			

				Cuando Einstein regresó a Zúrich y se familiarizó con los conceptos y herramientas de la geometría riemanniana y el cálculo tensorial, ya estaba pensando en cómo incorporar los siguientes principios físicos al formalismo matemático que estaba aprendiendo y construyendo: 


				 


				• El principio de equivalencia expresa la relación entre fuerzas gravitatorias e inerciales (las fuerzas ficticias que actúan sobre los cuerpos en sistemas de referencia acelerados). 


				• El principio generalizado de relatividad pretende eliminar las nociones de espacio absoluto y sistema de referencia inercial utilizadas en la física clásica. Todos los sistemas de referencia se tienen que tratar de la misma manera. 


				• El principio de conservación requiere que la nueva teoría cumpla una ley generalizada de conservación de la energía-momento. En la mecánica clásica existen tres leyes separadas de conservación: conservación de la masa, de la energía y del momento. En la relatividad especial estas leyes se combinan en una única ley de conservación expresada en términos del tensor de energía-momento. Una teoría de la relatividad general debe incluir una generalización de la ley de conservación usada en la relatividad especial. 


				• El principio de correspondencia dice que la nueva teoría debe reducirse a la gravitación newtoniana en condiciones especiales, por ejemplo velocidades pequeñas y campos gravitatorios débiles. 


			


			 


			

				El manuscrito contiene una indicación tipográfica de la editorial para facilitar su impresión: las dos líneas verticales delimitan una ecuación en la parte inferior de la página. Einstein solía intercalar ecuaciones dentro de las líneas de texto, y las líneas verticales que las delimitan constituyen la marca del editor para colocar las ecuaciones en una línea separada.  
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			¿Cuál fue la estrategia de Einstein para construir una ecuación de campo para la gravitación? 


			 


			Ya hemos recalcado (página [10]) que la covariancia general hace necesario que los términos de las ecuaciones matemáticas que describen las leyes físicas sean tensores. Por ello importa comprender las reglas de construcción de tensores y el carácter tensorial de los diferentes objetos matemáticos en el contexto de las aplicaciones físicas que Einstein quiere analizar. Continúa su presentación explicando las reglas de construcción de nuevos tensores a partir de la multiplicación de dos tensores (de manera específica, del «producto tensorial», que permite construir un nuevo tensor cuyo rango es la suma de los rangos de dos tensores, y del «producto mixto», que es la combinación del producto tensorial seguido de la contracción de un índice superior de uno de los tensores con un índice inferior del otro). 


			Einstein dedica un gran esfuerzo a elaborar y explicar las herramientas matemáticas necesarias para transmitir sus ideas físicas, ya que supuso acertadamente que los físicos contemporáneos no estaban familiarizados con dichas herramientas. Hoy en día, éstas forman parte de la totalidad de los textos introductorios a la relatividad general, por lo que no es necesario aportar aquí mayores explicaciones. En su lugar sí nos gustaría retrotraernos por un momento a sus años de formación, cuando aún estaba preparando su plan de acción. 


			 


			

				Los principios enumerados en la página anterior podrían servir de guía para la construcción de una ecuación de campo o como un conjunto de criterios para determinar la validez de dicha ecuación. El lado derecho de la ecuación representa la fuente del campo y su lado izquierdo describe, a través de un procedimiento matemático específico (usando un operador diferencial), cómo la fuente genera el campo. En este contexto, es posible identificar dos estrategias heurísticas utilizadas por Einstein en su búsqueda de la ecuación de campo definitiva. Una de ellas ha venido a conocerse como «estrategia física» y en ella Einstein comenzaba por utilizar un objeto en el lado izquierdo de la ecuación cuyo límite newtoniano proporcionaba la ley de la gravitación correcta, modificaba dicho objeto para que fuese compatible con la conservación de la energía y el momento y finalmente comprobaba hasta qué punto la ecuación resultante era covariante. Así pues, esta estrategia partía del intento de satisfacer los requisitos basados en los principios de correspondencia y conservación. La otra estrategia complementaria, conocida como «matemática», se basaba en los conocimientos recién adquiridos de geometría riemanniana. En ella, Einstein analizaba primero expresiones candidatas para el lado izquierdo de la ecuación que cumpliesen con el principio de relatividad general y después comprobaba su compatibilidad con las condiciones físicas impuestas por los principios de correspondencia y conservación. La doble estrategia de Einstein surgió del análisis del papel, dentro de la estructura de la teoría, de los requisitos heurísticos asociados a los principios de relatividad general, de correspondencia, y conservación. En realidad, el esfuerzo de Einstein en el periodo abarcado por los años 1912-1915 se puede describir como una interrelación entre las dos estrategias heurísticas complementarias que se han descrito. 
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			¿Por qué es tan fundamental el tensor métrico? 


			 


			Los lectores que hayan seguido la exposición de Einstein recordarán cómo se generaliza la medida de distancias en el espacio euclidiano a espacios con geometrías más complicadas. En el espaciotiempo son necesarias diez funciones para este fin. Estas funciones fueron introducidas en la página [8] dentro del contexto del cálculo del elemento de línea en coordenadas curvilíneas. El conjunto de estas funciones constituye un tensor simétrico covariante de rango 2, denominado por Einstein «tensor fundamental» y que hoy en día se conoce como «tensor métrico». 


			En la sección 8, Einstein comienza a analizar las propiedades de este tensor, que permiten el cálculo del elemento de línea ds, es decir, la distancia entre dos puntos del espaciotiempo muy próximos, en términos de las proyecciones dxnsobre los vectores de la base que quedan determinados por la elección de las coordenadas (ecuación no numerada en la mitad de la página que ya había aparecido con anterioridad en la página [8]). En esta ecuación, gnoes un tensor covariante y dxnhace el papel de un vector contravariante (a pesar del índice abajo.)* En el espacio euclidiano, bajo la elección de coordenadas cartesianas, el tensor métrico se reduce a la matriz identidad (g11 = g22 = g33 = g44 = 1). En el espacio de Minkowski de la relatividad especial g11 = g22 = g33 = −1, g44 = 1, siendo nulos los elementos no diagonales (véase la ecuación 4 de la página [8]). En el espacio euclidiano con coordenadas curvas o en un espaciotiempo curvo, que puede estar relacionado con sistemas de referencia acelerados o con campos gravitatorios, la métrica tiene en general diez componentes independientes que son funciones del espacio (espaciotiempo). La matriz que representa gno posee una matriz inversa, esto es, una matriz tal que al multiplicarla por gno da la matriz identidad (ecuación 16). Esta matriz inversa se representa con el tensor métrico contravariante gno. 


			 


			

				El tensor métrico es el elemento común de dos tradiciones matemáticas. Apareció en la expresión del elemento de línea en la tradición de la geometría diferencial, así como en la tradición del análisis vectorial del espacio euclidiano cuando se utilizan coordenadas curvilíneas. El desarrollo del cálculo vectorial y tensorial estuvo íntimamente ligado con la interrelación entre la física y las matemáticas durante los siglos XIX y XX. Aunque la idea de dirección de una fuerza ya había tenido un importante papel en la mecánica, cuando el concepto de vector ganó realmente importancia fue en el contexto del desarrollo de la electrodinámica a finales del siglo XIX, debido a su relevancia en la descripción de las propiedades direccionales del campo electromagnético. Aproximadamente en la misma época, apareció el concepto de tensor en el campo de la cristalografía para describir las propiedades de simetría de los cristales. Einstein y Grossmann, a través de su trabajo en la relatividad general, combinaron la tradición del análisis vectorial y tensorial con los trabajos de Riemann, Christoffel, Ricci y Levi-Civita en geometría diferencial y sobre la teoría de invariantes. Durante la elaboración de su formalismo matemático, Einstein y Grossmann crearon un concepto de tensor que era mucho más general que los objetos matemáticos utilizados primero en cristalografía y después en electrodinámica y relatividad especial. 
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			¿Por qué el cuaderno de Zúrich es un documento único en la historia de la física? 


			 


			Einstein y Grossmann comenzaron a estudiar el tensor métrico en el cuaderno de Zúrich. Es precisamente en este documento donde hallamos por primera vez la fórmula del elemento de línea ds manuscrita por Einstein (al principio usó la G para denotar el tensor métrico, pero después cambió la notación a la g, que usó de forma consistente). 
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				A su vuelta a Zúrich desde Praga en agosto de 1912, Einstein comenzó a colaborar con Grossmann para hallar una ecuación de campo para la gravitación. Documentó su esfuerzo durante el invierno de 1912-1913 en un texto conocido como cuaderno de Zúrich, en el cual rellenó páginas enteras con fórmulas y cálculos pero sin apenas texto explicativo. El cuaderno de Zúrich es un documento único en la historia de la ciencia porque permite arrojar luz sobre el intrincado proceso de un descubrimiento científico relacionado con una profunda transformación del conocimiento. El cuaderno permitió a los historiadores de la ciencia escudriñar las vías muertas que siguió Einstein y que incluso le indujeron de forma temporal a abandonar el objetivo de la covariancia general. Muestra cómo alternó una estrategia matemática que comenzaba con el tensor de Riemann y una estrategia física que se originaba en la ecuación clásica de la gravitación newtoniana (la ecuación de Poisson). De hecho, Einstein debió de tener la esperanza de que ambas estrategias convergiesen, porque así se habría encontrado una teoría que combinara su intuición basada en el principio de equivalencia con el requisito impuesto por el límite newtoniano. Ya hacia finales de 1912 Einstein estaba cerca de solucionar el problema, pero en aquel momento el lenguaje de la teoría no estaba lo suficientemente maduro para articular la consistencia de todos los requisitos. 


			


			 


			¿Cómo se miden los volúmenes en un espaciotiempo curvo? 


			 


			En esta página Einstein trabaja con dos conceptos matemáticos relacionados: el «determinante del tensor fundamental» y el «elemento de volumen». El determinante de una matriz es un número que se calcula a partir de sus elementos. El determinante de una matriz diagonal (todos los elementos de fuera de la diagonal se anulan) es simplemente el producto de los elementos diagonales. Por tanto el determinante de la matriz identidad es igual a 1. El determinante de la matriz que representa la métrica en relatividad especial (espacio de Minkowski, ecuación (4)) es igual a –1. El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los determinantes. El determinante correspondiente a la forma covariante de un tensor es igual al recíproco del determinante que corresponde a la versión contravariante. 


			Para definir integrales en un espacio curvo hay que disponer de una medida de volumen, exactamente igual a lo que sucede con el espacio euclidiano tridimensional, donde se tiene el elemento de volumen dx1dx2dx3. En un espacio riemanniano, el elemento de volumen natural, llamémoslo dx está dado en términos de las diferenciales de las coordenadas multiplicadas por la raíz cuadrada del valor absoluto del determinante de la métrica. Esta página del manuscrito concluye con las reglas de transformación del elemento de volumen entre diferentes sistemas de coordenadas xn y x´n. 
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			¿Cómo puede una elección adecuada de coordenadas simplificar la teoría? 


			 


			El determinante de la métrica g y el elemento de volumen dx son objetos que genéricamente no son invariantes bajo cambios de coordenadas, pero cierta combinación de ellos lo es (ecuación 18). En relatividad especial el elemento de volumen es invariante debido a que el determinante de la métrica lo es. En relatividad general, el entorno de un punto del espaciotiempo se puede aproximar por la métrica de Minkowski, análogamente a lo que sucede cuando se aproxima el entorno de un punto de la superficie terrestre con un plano. La curvatura aparece en escena cuando nos empezamos a alejar del entorno del punto. Sin embargo, existe un conjunto de transformaciones conocidas como «unimodulares» (caracterizadas matemáticamente por la ecuación 19), bajo las cuales el elemento de volumen es invariante. En el espaciotiempo de Minkowski de la relatividad especial, así como en el caso de la relatividad general, el determinante de la métrica es siempre negativo. Por tanto, la restricción a las transformaciones unimodulares implica que –g = 1. 


			El grupo de transformaciones que deja invariante las ecuaciones de la relatividad general se descompone en dos subgrupos: el de transformaciones unimodulares y el de transformaciones que alteran el volumen. De hecho, cabe demostrar que el grupo unimodular tratado aquí por Einstein no es una mera simplificación técnica (como él creía entonces), sino que además tiene un papel fundamental en la mayoría de las aplicaciones físicas y matemáticas. 

			Hasta este punto el análisis ha sido puramente matemático y es en este momento cuando Einstein comienza con la motivación física: «Veremos después que utilizando dicha restricción en la elección de las coordenadas es posible alcanzar una importante simplificación en las leyes de la naturaleza». Unas pocas líneas más adelante y continuando en la página siguiente Einstein añade: «Sin embargo, sería una equivocación pensar que con este paso se está abandonando parcialmente el postulado general de relatividad. La pregunta no es: “¿cuáles son las leyes de la naturaleza que son covariantes bajo las transformaciones cuyo determinante es la unidad?”, sino “¿cuáles son las leyes de la naturaleza que son covariantes de forma general?”. Hasta que no hayamos formulado estas últimas no simplificaremos su expresión mediante la elección particular de un sistema de referencia». Einstein repetirá este punto y volverá a insistir en él (véanse las páginas [27] y [40a]). 


		   


			¿Cuál es la diferencia entre una «condición coordenada» y una «restricción coordenada?» 


			 


			

				El asunto de los sistemas de coordenadas especiales acompañó a Einstein en las diferentes fases de su búsqueda de una teoría relativista de la gravedad. Para comprobar si una determinada ecuación que es generalmente covariante se reduce en el límite newtoniano a la ecuación de Poisson, es necesario escoger un sistema de coordenadas determinado en el que se cumpla la teoría de Newton. 

			  En principio puede que dentro de una teoría haya sistemas de referencia privilegiados, como sucede con los sistemas de referencia inerciales en el caso de la relatividad especial. Esto es lo que constituye una «restricción de coordenadas». Primero, Einstein no estaba seguro de poder mantener su nueva teoría de la gravedad libre de estas restricciones. En particular, parecía que la conservación de la energía-momento iba a requerir restricciones de coordenadas. Éstas tendrían que ser compatibles con la posibilidad de escoger un sistema de coordenadas que permitiese materializar el límite newtoniano. Einstein se enfrentaba a una complicada interrelación entre distintos requisitos que no sabía cómo desenmarañar y que en primer lugar le condujo a la Teoría Entwurf (página [23]). 


				La restricción a las coordenadas unimodulares que se adopta aquí debe verse como una condición coordenada destinada a simplificar la obtención de la teoría en su forma final. 


			


			 

            Nota a esta página.
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			¿Cuál es el significado del concepto de «línea recta» en un espacio curvo? ¿Cómo se mueve una partícula bajo la influencia de la gravedad? 


			 


			Einstein concluye la sección sobre los aspectos del tensor métrico mostrando cómo utilizarlo para construir nuevos tensores. Las multiplicaciones exterior (página [11]), interior y mixta (página [13]) de un tensor por el tensor métrico resulta en nuevos tensores de carácter y rango diferentes. Después de una larga exposición sobre una serie de propiedades del tensor métrico, Einstein ha alcanzado un punto en el que puede introducir un importante nuevo concepto físico. 


			En la sección 9, Einstein define la noción de línea geodética y obtiene la ecuación satisfecha por los puntos a lo largo de esta línea. 


			 


			

				La geometría gaussiana se ocupa del estudio de las curvas y superficies en el espacio euclidiano tridimensional. Las líneas geodéticas en una superficie curva son las líneas que minimizan la distancia entre dos puntos. Por ejemplo, la distancia más corta entre dos puntos de una esfera es un arco del círculo máximo que atraviesa los dos puntos. La definición de línea geodética se puede generalizar para el caso de líneas definidas en un espacio curvo de dimensión arbitraria, si bien no es posible visualizarlas en un espacio de dimensión superior. En este caso es necesario recurrir al formalismo matemático de la geometría riemanniana para su estudio. 
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				En el cuaderno de Zúrich, Einstein reencontró un resultado bien conocido de la mecánica clásica: una partícula libre de la acción de fuerzas exteriores y cuyo movimiento está constreñido a una superficie curva se mueve a lo largo de una línea geodética. El mismo principio se cumple para el movimiento de una partícula libre en el espaciotiempo, donde el efecto de la gravedad se refleja en la curvatura del espaciotiempo. Curiosamente, la línea geodética en un espaciotiempo curvo, tal y como se observa en un referencial acelerado u originado por un campo gravitatorio arbitrario, resulta ser la línea de mayor longitud entre dos puntos dados del espaciotiempo. Esto es una consecuencia de las propiedades matemáticas peculiares de la métrica espaciotemporal. De cualquier modo, la geodética siempre se puede definir como la curva cuya distancia calculada entre dos puntos dados del espaciotiempo es un extremo (mínimo o máximo). 


				La línea geodética no es sólo un concepto matemático; es la trayectoria de la partícula libre en un campo gravitatorio. 


			


			 


			La trayectoria de la línea geodética se define en un sistema de referencia dado mediante las coordenadas espaciotemporales de los puntos de la línea. Dichas coordenadas cumplen una ecuación matemática que se obtiene a través de un «método variacional» que se expresa de manera compacta mediante la ecuación (20). El símbolo integral ∫ indica una suma de los elementos de línea ds entre el punto P1 y el punto P2, a saber, la longitud entre dos puntos. La letra d que precede a la integral sirve para indicar una variación infinitesimal de la longitud calculada con la integral para trayectorias diferentes. La trayectoria para la cual la variación es cero es la trayectoria de longitud más corta (o más larga) y por tanto se corresponde con la línea geodética. Ésta es la generalización natural de la línea recta en la geometría riemanniana de un espacio curvo. 


			 


			

				En 1922, Eduard preguntó a su padre, Albert Einstein, por qué era tan famoso. La respuesta fue: «Cuando un escarabajo se mueve sobre la superficie de una rama curvada no se da cuenta de que la trayectoria que sigue es de hecho curva. Yo tuve la fortuna de advertir lo que el escarabajo fue incapaz de advertir».  
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			¿Cuál es el significado físico y geométrico de los «símbolos de Christoffel»? 


			 


			La obtención de la ecuación de la línea geodética a partir de un método variacional, explicado en la página anterior, conduce a la definición de un objeto que tiene un papel fundamental en el cálculo tensorial (geometría diferencial), el símbolo de Christoffel que se define al final de la página (ecuación 21), con la muestra de una expresión ligeramente diferente en la página siguiente (ecuación 23). El símbolo describe la transformación que experimentan los vectores y los tensores cuando son trasladados a lo largo de una línea en un espacio curvo. Se trata de un objeto indispensable para trazar la trayectoria de las líneas geodéticas, para calcular las derivadas de los tensores y para caracterizar las propiedades locales de las geometrías específicas de Riemann y espaciotemporales. 
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			¿Por qué necesitamos otro objeto fundamental? Ya hemos mencionado que en relatividad general el potencial gravitatorio queda descrito por el tensor métrico. El símbolo de Christoffel, que es una combinación de las derivadas del tensor métrico, tiene el papel del campo de fuerzas gravitatorio. Volveremos sobre el concepto de símbolo de Christoffel en las páginas siguientes, tanto en su vertiente matemática, con sus aplicaciones a la geometría diferencial, como en su vertiente física, describiendo su significado físico. Un aspecto importante radica en que, como ya hemos recalcado, las ecuaciones que describen leyes físicas deben ser expresadas mediante tensores, pero los símbolos de Christoffel no son tensores. Por tanto, los símbolos de Christoffel no pueden ser los únicos términos en dichas ecuaciones. 


		   


			¿Cuál fue el «funesto prejuicio» de Einstein en su primera identificación de las componentes del campo gravitatorio? 


			 


			

				En la física clásica se puede asignar un valor numérico a cada punto del espacio alrededor de una distribución de masa. Este valor numérico se denomina potencial gravitatorio y mide la energía gravitatoria de una partícula de masa unidad en el citado punto. Las partículas libres se mueven de regiones de mayor potencial gravitatorio a regiones con menor potencial gravitatorio. En todo punto del espacio la partícula libre se mueve en la dirección del vector que determina la fuerza gravitatoria con una aceleración proporcional al módulo de este vector. Las componentes del campo gravitatorio son los cambios locales del potencial gravitatorio a lo largo de las direcciones definidas por las coordenadas espaciales (las derivadas con respecto a las coordenadas espaciales). 


				Como ya se ha indicado (página [9]), en relatividad general la función que define el potencial newtoniano es reemplazada por diez funciones de las coordenadas espaciotemporales, que son las diez componentes independientes del tensor métrico gno. Las componentes del campo gravitatorio quedan de nuevo determinadas por las derivadas de las componentes del potencial gravitatorio. Para asegurar la covariancia general de la teoría, estas derivadas deben ser calculadas de acuerdo con las reglas de la derivación covariante (página [21]). Este procedimiento conduce a la identificación de las componentes del campo gravitatorio con los símbolos de Christoffel. 


				La comprensión de que los símbolos de Christoffel y no las meras derivadas de los potenciales gravitatorios gno, constituyen las componentes del campo gravitatorio resultó ser clave en las etapas finales de la obtención de la relatividad general en noviembre de 1915. Anteriormente, en 1913, Einstein había considerado una expresión matemática diferente en el papel del campo gravitatorio, lo cual condujo a la Teoría Entwurf (página [23]). El 4 de noviembre de 1915, durante una ponencia en la Academia Prusiana, Einstein confesó que ello había sido un «prejuicio funesto». 
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			La geodésica vista como la línea con la mayor «rectitud posible» y su relación con el concepto de «conexión afín» 


			 


			En la página 18 [del manuscrito], la línea geodética se define como la línea entre dos puntos en el espaciotiempo cuya longitud es un extremo (o bien un máximo o bien un mínimo), obteniéndose su ecuación a partir de un método variacional. El resultado de este cálculo se muestra en la ecuación (22). Nos volveremos a encontrar de nuevo con esta ecuación escrita de una manera ligeramente diferente en la página [28], donde se presenta como la ecuación de movimiento de una partícula en un campo gravitatorio.  


			 


			

				Bajo ciertas condiciones, la línea geodética también se puede caracterizar como la línea cuyo vector tangente es paralelo a sí mismo cuando es transportado a través de la línea de un punto de la propia línea a otro (véase la ilustración de la página anterior). El significado intuitivo de esta definición estriba en que la línea geodética es la línea que une dos puntos con la mayor «rectitud» posible. Esta definición resultará importante para comprender el concepto de diferenciación y su implementación en un espacio curvo. 


				La definición de línea geodética se basa en el concepto de «transporte paralelo» o «desplazamiento paralelo» de un vector. Para utilizar este concepto en geometría riemanniana es necesario comprender cómo se puede comparar una estructura geométrica definida en un punto con ella misma pero definida en un punto diferente. En este contexto, los matemáticos del siglo XIX comenzaron a utilizar la idea de «conexión», que describe cómo transportar estructuras geométricas de forma consistente a través de curvas específicas. La forma más simple de conexión y la más importante para nuestro análisis es la «conexión afín», que especifica cómo transportar paralelamente los vectores de un punto a otro a lo largo de una curva. La conexión afín está íntimamente ligada a la derivada de un vector en una determinada dirección o, en otras palabras, responde a la pregunta de cómo cambia un vector bajo un transporte infinitesimal a lo largo de una dirección determinada. 
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				Históricamente, el estudio del punto de vista infinitesimal de las conexiones en geometría riemanniana comenzó con el trabajo de Christoffel y fue continuado con mayor detalle a comienzos del siglo XX por Levi-Civita y Ricci. Estos últimos establecieron la relación entre las conexiones infinitesimales estudiadas por Christoffel y el concepto de transporte paralelo. Levi-Civita utilizó el concepto de transporte paralelo para clarificar y ejemplificar el concepto de derivada covariante. En este contexto, la conexión afín también se conoce como «conexión de Levi-Civita» y se puede identificar con el propio símbolo de Christoffel. 


			


			 


			La siguiente sección se ocupa de la construcción de nuevos tensores a partir de tensores dados por medio de la diferenciación. Es un aspecto importante ya que las leyes de la física se representan a través de ecuaciones diferenciales que genéricamente deben ser covariantes. Einstein era consciente de que dichas leyes ya habían sido obtenidas por los matemáticos, pero prefirió seguir su propio método. En un review previo titulado «Die formale Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie» [El fundamento formal de la relatividad general], enviado a la Real Academia Prusiana en octubre de 1914, Einstein escribió: «Las leyes de las expresiones diferenciales ya han sido obtenidas por Christoffel, Ricci y Levi-Civita. Aquí propongo una derivación más simple de dichas leyes que parece ser nueva». Dicha derivación es idéntica a la seguida aquí en el manuscrito. 


			 

            Nota a esta página.
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			¿Cómo cambian los tensores al pasar de un punto a otro o cómo obtener nuevos tensores a partir de otros mediante diferenciación? 


			 


			En la página anterior, Einstein comienza el tratamiento de la diferenciación tensorial con la diferenciación de una función escalar, mostrando que el conjunto de las cuatro derivadas parciales con respecto a las coordenadas dan lugar a un vector covariante (ecuación 24) y describiendo detalladamente el cambio de la función escalar al pasar a otros puntos en el espacio vecino. Los resultados se obtienen estudiando el cambio de la función escalar a lo largo de una curva parametrizada con la distancia s a un punto seleccionado de la curva. 


			 


			

				La siguiente pregunta es: ¿cómo cambia este vector o cualquier otro vector (covariante) al pasar de un punto a otro? Lo primero que acude a la mente es que dicho cambio viene dado por las derivadas parciales de las cuatro componentes del vector. Sin embargo, las dieciséis cantidades obtenidas mediante este procedimiento no se corresponden con las componentes de ningún tensor de rango 2. Es más, esas dieciséis cantidades no bastan para determinar el cambio del vector en coordenadas curvilíneas, donde es necesario tener en cuenta dos contribuciones a dicho cambio. La primera contribución es el cambio del tamaño y/o la dirección del vector. En segundo lugar las componentes del vector también pueden cambiar debido a que los vectores de la base tangentes a las curvas definidas por las coordenadas, que son los vectores que definen las componentes del vector, también varían de punto a punto. Este último cambio aparece incluso para un vector constante. 


			


			 


			Einstein muestra cómo obtener un tensor a partir de la diferenciación de un vector en la ecuación (24). Para ello, impone que la curva a lo largo de la cual se calcula la derivada es geodética, por lo que puede aplicar la ecuación de la curva geodética y obtener el tensor que aparece en la ecuación (26). Einstein llama a este tensor, Ano, la «extensión» del vector An. En la actualidad se denomina la «derivada covariante» del vector An, y el procedimiento que permite su cálculo se llama «diferenciación covariante». La interpretación moderna hace un uso fundamental del concepto de transporte paralelo de un vector, que posibilita la comparación de los vectores definidos en puntos diferentes a lo largo de una curva (véase la ilustración). 
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			Las dos contribuciones a la variación de un vector entre dos puntos próximos en el espacio, descritas en el párrafo anterior, aparecen representadas en los dos términos del lado derecho de la ecuación (26). El segundo término, que es una consecuencia de la naturaleza curva del sistema de coordenadas, involucra el símbolo de Christoffel. Ninguno de los dos términos es un tensor, pero su diferencia (o su suma) es un tensor de rango 2. 


			Einstein estableció primero este resultado para un vector obtenido a partir de la derivada de una función escalar de las coordenadas (ecuación 24) y posteriormente lo generalizó para cualquier vector covariante. Esto lo llevó a cabo mostrando que cualquier vector (covariante) se puede escribir como una suma de cuatro vectores que son derivadas de funciones escalares de las coordenadas. 
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			Einstein generaliza la diferenciación covariante al caso de los tensores covariantes de rango 2. El resultado se obtiene para un tensor que es el producto tensorial de dos vectores covariantes ya que cualquier tensor de rango 2 se puede escribir como una suma de cuatro tensores de este tipo (como prueba en la nota que precede a la ecuadción (27) situada en la sección Traducción del artículo de Einstein). Para un tensor de rango 2 hay que tener en cuenta el efecto de la alteración de los vectores de la base al pasar de un punto a otro cercano (véanse las explicaciones de la página anterior) pero adaptadas al caso de dos índices. Así, la derivada covariante («extensión») de un tensor covariante de rango 2 contiene dos términos con símbolos de Christoffel y es un tensor covariante de rango 3 (ecuación 27). 


			 


			¿Cuál es el contexto geométrico de la formulación matemática de Einstein de la relatividad general? 


			 


			

				El formalismo matemático de la relatividad general surge del cálculo diferencial absoluto de Christoffel, Ricci y Levi-Civita, que a su vez se desarrolló en torno al estudio de los invariantes diferenciales. Su relación con la geometría diferencial y su interpretación geométrica sólo adquirió más relevancia después de la formulación de la relatividad general de Einstein.  


				En su exposición matemática, Einstein analizó la ecuación de la línea geodética y su significado, introduciendo un elemento clave de la geometría no euclidiana ausente en la obra de Ricci y Levi-Civita. También se percató de que el espacio cuatridimensional de la relatividad general no encajaba en el marco de la geometría euclidiana, gracias al experimento mental del disco en rotación estudiado en 1912. Pero no se ocupó de introducir la geometría no euclidiana de forma sistemática, ni proporcionó una interpretación de su propia teoría en términos de la geometría diferencial. Así, cuando analiza el tensor de Riemann-Christoffel ni siquiera menciona el término curvatura. La geometrización de la relatividad general y la interpretación de la gravedad como una manifestación de la curvatura del espaciotiempo surgen de desarrollos ulteriores y no de un supuesto de Einstein al formular su teoría. 

				En mayo de 1921 Einstein impartió un ciclo de seminarios acerca de las relatividades especial y general en la Universidad de Princeton. En ellos, a diferencia de lo que vemos en el manuscrito, reconoció que los operadores diferenciales covariantes definidos sobre tensores quedan mejor representados siguiendo el método ideado por Levi-Civita y posteriormente adaptado por Weyl al contexto de la relatividad general. Para un campo vectorial dado, el valor vectorial en el punto P1 es desplazado paralelamente a sí mismo hasta un punto cercano P2. La diferencia entre el vector desplazado y el valor vectorial en el punto P2 se puede considerar como el valor de la derivada del vector en P1. Aunque Einstein no utilizó el término «conexión afín», de esto precisamente es de lo que se trata. Este cálculo se expresa de forma natural con el símbolo de Christoffel (página [21]). 

				Hacia el final de su vida, Einstein recalcó el papel del concepto de Levi-Civita acerca del transporte de vectores, que sólo fue desarrollado después de haberse completado la relatividad general, en lugar del concepto riemanniano de métrica como la representación matemática apropiada de la idea fundamental de la relatividad general: la independencia de la teoría de toda estructura espaciotemporal predeterminada: 


			   


				Es bien conocido que a comienzos de siglo la teoría de Riemann sobre el «continuo métrico», que había caído en el olvido, fue retomada y profundizada por Ricci y Levi-Civita. El trabajo de ambos permitió un avance decisivo en la formulación de la relatividad general. Sin embargo, tengo la impresión de que la contribución más importante de Levi-Civita radica en el siguiente descubrimiento teórico: el logro teórico más esencial de la relatividad general, a saber, la eliminación del «espacio rígido» o «sistema inercial», sólo se relaciona de forma indirecta con la presencia de una métrica riemanniana. El elemento conceptual que es realmente esencial es el «campo de desplazamiento» (C ikl ) que expresa el desplazamiento infinitesimal de los vectores. 


			


			 

            Nota a esta página.
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			Einstein ya ha dedicado una sección completa (sección 8) a analizar algunas de las propiedades del «tensor fundamental» gno. A continuación detalla una serie de relaciones matemáticas que involucran a este tensor y que serán utilizadas para introducir conceptos básicos de la geometría diferencial. 


			 


			La Teoría Entwurf como un paso intermedio hacia la teoría de la relatividad general 


			 


			

				Los conceptos y métodos matemáticos presentados en la parte B ya habían sido estudiados en el cuaderno de Zúrich (página [16]). Al final de este trabajo, en 1913, Einstein llegó a la conclusión de que si se incluye en el lado izquierdo de la ecuación del campo gravitatorio, además de las componentes del tensor métrico, únicamente sus primeras y segundas derivadas entonces el requisito de la conservación de la energía-momento implica tan sólo un sistema de ecuaciones que no es covariante. En ese momento, Einstein abandonó la búsqueda de una teoría covariante en sentido general y en su lugar publicó junto con su amigo el matemático Grossmann el artículo «Entwurf einer verallgemeinerten Relativitätstheorie un einer Teorie der Gravitation» [Esquema de una teoría generalizada de la relatividad y una teoría de la gravitación], cuyos contenidos fueron conocidos en lo sucesivo como la Teoría Entwurf. Se publicó en dos partes: una «parte física», escrita por Albert Einstein, y otra «matemática», cuyo autor era Marcel Grossmann. Las ecuaciones de campo presentadas en este trabajo eran un resultado directo de la estrategia física (página [14]). 


				Esta teoría fue al mismo tiempo un éxito y un fracaso. Un éxito porque Einstein y Grossmann habían conseguido obtener una ecuación de campo para la nueva y compleja representación del potencial gravitatorio (el tensor métrico) que además era compatible con el límite newtoniano y parecía tener una base física sólida. La Teoría Entwurf también era, no obstante, un fracaso debido a que no era generalmente covariante y no estaba claro hasta qué punto conseguía colmar la ambición de Einstein de generalizar el principio de relatividad al caso de los sistemas de referencia acelerados. Einstein acabó por convencerse de que en aquel momento no era posible nada mejor, pero numerosas preguntas quedaban sin respuesta: ¿por qué no era posible implementar la covariancia general a pesar de ser un requisito más que plausible? ¿De qué tipo eran los sistemas de referencia privilegiados que aparecían en su teoría con Grossmann y por qué eran privilegiados? Entre 1913 y 1915 Einstein intentó hallar la respuesta a las preguntas anteriores y trató además de justificar la covariancia limitada de la teoría. 
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			Biblioteca MPIWG  


			(Max-Planck-Institut für Wissenschafts Geschichte). 


			 


				En una carta a Lorentz fechada en la primavera de 1913 Einstein escribió, a propósito de la falta de covariancia de la Teoría Entwurf, que se trataba de un «punto negro» de la misma, pero en otra carta a Besso de un año después expresó su completa satisfacción con ella. 


			


			 


			

				Ésta es la página de mayor tamaño del manuscrito. Cuando Einstein había acabado las páginas 23 y 24 decidió añadir unas pocas ecuaciones más a la página 23, comenzando la página 23a. Entonces se dio cuenta de que no era necesaria una página completa para esta adición por lo que cortó parte de la nueva página y la pegó al final de la 23. Ello le obligó a renumerar las ecuaciones de la página 24.  


			


			 

            Nota a esta página.
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			¿Qué es la «divergencia» de un campo vectorial? ¿Cuáles son los otros conceptos de campo vectorial? 


			 


			En esta página Einstein define el concepto de «divergencia» de un vector. En la física clásica, la divergencia de un campo vectorial en un punto del espacio representa el flujo de una magnitud física desde el interior de un pequeño volumen que rodea el punto. La divergencia mide cuánto se extiende un campo vectorial a partir de cada punto y en el caso de un campo que actúa como una fuente sirve para determinar la intensidad de ésta (análogamente, si el campo actúa como un sumidero, la divergencia caracteriza la intensidad de éste). Dado que la fuente de un campo electromagnético estático es la carga, al igual que la fuente de un campo gravitatorio estático es la masa, la divergencia de cada campo resulta ser, respectivamente, la carga o la masa contenida dentro de una pequeña superficie que rodea al punto. 


			 


			

				El concepto matemático de divergencia está relacionado con el concepto físico de ley de conservación, debido a que la divergencia permite relacionar el comportamiento del campo, tal y como viene dado por sus fuentes, con el flujo neto a través de la superficie. Veamos cómo se demuestra esto utilizando el ejemplo de la carga eléctrica. En relatividad especial, la densidad de carga eléctrica y la corriente eléctrica constituyen las cuatro componentes de un vector (vector de carga-corriente). La divergencia del vector de carga-corriente en relatividad especial es la expresión matemática del balance entre el cambio temporal de la densidad de carga y el flujo neto de carga que entra y sale de la región que rodea un punto específico. A menos que haya una creación o destrucción de carga, la divergencia se anula, lo cual es una forma de expresar la conservación de la carga eléctrica. Genéricamente, en relatividad general las derivadas hay que reemplazarlas por derivadas covariantes (página [21]). No obstante, es posible demostrar que la divergencia de un vector en relatividad general tiene la misma expresión matemática que en la relatividad especial. 


			


			 


			Además de la noción de divergencia de un vector, Einstein introduce en esta página tres definiciones matemáticas del cálculo tensorial: 


			 


			• El rotacional de un vector: se trata de un campo vectorial cuyas líneas rodean un eje del espacio. Si se aplica esta operación a los potenciales electromagnéticos se obtiene el tensor antisimétrico del campo electromagnético (ecuación 59, página [37]; véase también la página [11]). 


			• La extensión antisimétrica de un vector de seis componentes: un tensor antisimétrico de rango 2 posee seis componentes independientes (página [11]), denominándosele a veces seis-vector. Si se aplica esta operación al tensor campo electromagnético se obtiene un tensor antisimétrico de rango 3 (ecuación 60) que representa las leyes de Faraday y de Gauss para campos magnéticos (páginas [37] y [38]). 


			• Divergencia de un seis-vector: la divergencia de un tensor de rango 2 antisimétrico contravariante (seis-vector) se obtiene aquí como paso intermedio para el cálculo de la divergencia covariante de un tensor mixto de rango 2, que aparecerá en la ley de conservación de la energía-momento. 
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			¿Cuál es la formulación matemática de la conservación de energía-momento en relatividad general? 


			 


			En esta página, Einstein obtiene la divergencia de un tensor de rango 2. De manera más específica, lo que obtiene es la divergencia de un tensor mixto que es la forma que adopta el tensor energía-momento que aparece como fuente en el lado derecho de la ecuación del campo gravitatorio. 


			 


			

				En la relatividad especial, el procedimiento para calcular la divergencia de un vector se puede aplicar al caso de un tensor si se considera cada columna de la matriz que representa al mismo como un vector. Por tanto la divergencia de un tensor es un objeto con cuatro componentes, es decir, un vector. Veamos el significado de este concepto para el caso del tensor de energía-momento, el cual se describe a grandes rasgos en la página 12: las tres primeras columnas codifican la densidad de las componentes del momento en un punto dado, así como el flujo de cada una de dichas componentes en las tres direcciones del espacio. La divergencia de cada una de estas columnas es el balance entre la variación temporal de una componente específica del momento dentro de un volumen pequeño alrededor de un punto y el flujo de momento que entra y sale de dicho volumen. Si sobre el sistema no actúan fuerzas exteriores la divergencia se anula y se tiene entonces la ley de conservación del momento. La divergencia de la cuarta columna representa la variación temporal de la energía contenida en el volumen definido anteriormente y su flujo en las diferentes direcciones del espacio. En un sistema cerrado, si no se recibe energía de una fuente externa la divergencia es cero y tenemos entonces la ley de conservación de la energía. 


			


			 


			La transición de la relatividad especial a la general acarrea un nuevo elemento que hay que tener en cuenta: los cambios locales (derivadas) de las componentes de un tensor con respecto a las coordenadas espaciales y temporales deben ser calculados de forma covariante (usando la derivada covariante, véase la página [21]). Este procedimiento introduce términos nuevos, además de los términos que provienen de las derivadas espaciales y temporales. Estos términos nuevos involucran a los símbolos de Christoffel y su significado físico relaciona la divergencia del tensor electromagnético con la conservación de la energía-momento en relatividad general (volveremos a tratar este aspecto en la página [31]). Hay otro aspecto, más bien técnico, a tener en cuenta, a saber, el tensor energía-momento se puede escribir como un tensor contravariante, covariante o mixto, pudiéndose alternar entre las diferentes formas utilizando el tensor métrico. En todo caso, es necesaria una elección, que una vez determinada debe mantenerse consistentemente. Qué elección se haga dependerá de la comprensibilidad de las ecuaciones resultantes y de cómo quede descrita la interpretación física de las magnitudes involucradas. La elección que mejor se adapta a estas condiciones resulta ser la forma mixta del tensor energía-momento. Por eso, Einstein habla en esta página acerca de «la divergencia de un tensor mixto de rango 2». No obstante, y a diferencia del caso de la relatividad especial, la divergencia covariante de energía-momento no se puede interpretar como una verdadera ley de conservación de una magnitud física. 
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			¿Cuál es el significado geométrico del tensor de Riemann-Christoffel? 


			 


			El tensor de Riemann-Christoffel es un objeto matemático muy importante en geometría diferencial y en relatividad general. Para cada punto, este tensor proporciona una medida sobre la desviación de la geometría plana (ya sea el espacio euclidiano o el espaciotiempo de Minkowski) en un entorno del punto. Esta desviación no puede ser caracterizada utilizando únicamente el tensor métrico ya que éste puede cambiar en un espacio plano simplemente debido a la elección del sistema de coordenadas. Por contra, el tensor de Riemann permite diagnosticar de manera directa y simple la naturaleza (curva o no) del espacio debido a que en un espacio plano este tensor se anula para cualquier sistema de coordenadas. En la actualidad el tensor de Riemann se conoce como «tensor de curvatura de Riemann». Einstein no menciona el concepto de curvatura hasta octubre de 1916, cuando por primera vez denomina al tensor de Riemann «tensor de curvatura de Riemann» (página [A2]). 


			 


			

				La noción de curvatura es una idea central en geometría diferencial. Existen diversas formas de definir la curvatura, asociadas cada una de ellas con diferentes objetos matemáticos, el tensor métrico y la conexión afín. En nuestro caso la conexión afín se obtiene a partir del tensor métrico. La «curvatura afín» está relacionada con el transporte paralelo de vectores, tal y como fue introducido por Levi-Civita. La forma más simple de ilustrar esta idea es mediante el caso de una superficie bidimensional embebida en el espacio de tres dimensiones. Tomamos una curva cerrada en dicha superficie y a un punto dado de la curva le asociamos un vector que es tangente a la superficie. Ahora transportamos el vector a lo largo de la curva, de forma que el vector permanezca paralelo a sí mismo. Al volver al punto de partida, el vector que hemos transportado coincidirá con el vector original si la superficie es plana y diferirá de él por cierto ángulo si la superficie está curvada. Si tomamos una curva cerrada pequeña alrededor de un punto, el cociente entre el ángulo de diferencia mencionado y el área limitada por la curva en la superficie es la curvatura en el punto que hemos tomado. Por tanto la curvatura en un punto de una superficie bidimensional es un valor numérico. 
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				La noción de transporte paralelo también se aplica en el análisis de la curvatura de un espacio de cuatro dimensiones, pero ahora el razonamiento es más complicado. La curva cerrada que se utiliza como circuito para el transporte paralelo puede definirse en uno cualquiera de los infinitos planos que contienen el punto cuya curvatura se quiere calcular. Dicho plano quedará determinado si damos dos vectores. Es más, el ángulo de diferencia entre el vector inicial y el final tras el transporte paralelo no quedará en el plano definido por la curva utilizada para el transporte paralelo. Por tanto necesitamos un plano más definido por los vectores inicial y final para especificar el resultado del proceso. La curvatura es de nuevo un cociente, el cociente entre el ángulo de diferencia entre los vectores inicial y final y el área limitada por la curva cerrada. El resultado depende ahora de la orientación relativa de los dos planos que hemos definido. Cada uno de los cuatro vectores que se han definido en el proceso aporta un índice a la expresión que define la curvatura. Esta expresión constituye un tensor de rango 4 denominado «tensor de curvatura de Riemann». 


		  


			 


			El transporte paralelo de un vector a lo largo de un circuito cerrado pequeño ha de tener en cuenta el cambio del vector a medida que es transportado a lo largo de la curva que define el circuito. Esto equivale matemáticamente al cálculo de las derivadas del vector que se deben calcular mediante la diferenciación covariante (página [21]) que a su vez introduce símbolos de Christoffel. Además, la comparación de los cambios en el vector inicial y final implica calcular variaciones de los propios símbolos de Christoffel. Por tanto, el tensor (de curvatura) de Riemann es una combinación de los símbolos de Christoffel y de sus derivadas. 


			
	    

	 	
	    

            [27]

            [image: ]

             


			¿Qué era el «supuesto tensor gravitatorio» y por qué fue abandonado? 


			 


			

				El tensor de Riemann aparece en el cuaderno de Zúrich en la parte dedicada a la búsqueda de expresiones matemáticas covariantes construidas a partir de las derivadas del tensor métrico. La notación emplea un símbolo con cuatro índices  (ik,lm) y la terminología empleada es «tensor de Grossmann de cuarto orden», debido al papel de Grossmann en el uso de este tensor por parte de Einstein. 
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			© Hebrew University 


			 


			Un tensor estrechamente relacionado con el tensor de Riemann es el tensor de Ricci que se obtiene del primero a través de la contracción del índice contravariante con uno de los índices covariantes. El resultado es la suma de dos tensores covariantes de rango 2 (ecuación 44). La ventaja de haber escogido transformaciones unimodulares (página [17]) que implican que g = −1 es ahora patente. Con esta elección se anula uno de los términos, y la formulación de la teoría se simplifica enormemente. Einstein recalca que sólo se trata de una elección de coordenadas que se hace por conveniencia y que, después de haber desarrollado la teoría de forma completa, será fácil volver a una formulación completamente covariante. El tensor de Ricci es una de las piedras angulares de la teoría general de la relatividad. 


			 


			El tensor de Ricci se utiliza en el cuaderno de Zúrich con el fin de ensayar posibles candidatos para el tensor gravitatorio en las ecuaciones de campo. De nuevo Grossmann es mencionado en la cabecera de la página. 
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			© Hebrew University 


			 


			Einstein se refiere al segundo término que aparece en la descomposición del tensor de Ricci como «supuesto tensor gravitatorio [Til].» Para aceptarlo como tensor gravitatorio, tiene que verificar que con él es posible recuperar el límite newtoniano si el campo gravitatorio es débil y además que se puede utilizar para generalizar el principio de relatividad. En la época en que Einstein y Grossmann estaban trabajando en el cuaderno de Zúrich, ambos pensaron que «el tensor gravitatorio» no cumplía los requisitos estipulados y prescindieron de él. El interés en este tensor fue retomado en noviembre de 1915, después de la caída de la Teoría Entwurf.  
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			¿Cuándo dejó de creer Einstein en la Teoría Entwurf? 


			 


			

				El 4 de noviembre de 1915, Einstein anunció que había hallado la forma de comprender su visión original del principio general de relatividad, a la que consideraba una parte indisoluble del requisito matemático de la covariancia general. Escribió: «Perdí mi confianza en las ecuaciones que había obtenido y en su lugar traté de reducir las alternativas posibles siguiendo un proceso natural. Mediante este procedimiento llegué a la imposición de la covariancia general, un requisito del que prescindí, no sin dolor, hace tres años, cuando trabajaba con mi amigo Grossmann. Ya entonces estábamos muy cerca de la solución del problema, solución que se presenta a continuación». Sin embargo, hasta el 25 de noviembre Einstein no obtuvo la solución. 


				Llegados a este punto el formalismo matemático necesario para la obtención de las ecuaciones de campo ha sido ya descrito en su totalidad. Einstein continuó su lucha con las matemáticas hasta el final de su vida, no sólo durante su esfuerzo para unificar la gravedad y el electromagnetismo en un único marco teórico, sino también en su búsqueda de una alternativa a la teoría de campos, como sería por ejemplo una teoría algebraica para describir la realidad. 


			


			 


			

				En enero de 1943, Einstein recibió una carta de una joven, Barbara Lee, de Washington en la que le confesaba: «Estoy por debajo de la media en matemáticas y tengo que dedicarles más tiempo que la mayoría de mis amigos...» Einstein le contestó: «No debes preocuparte por tus dificultades con las matemáticas, te aseguro que las mías son todavía mayores». 


			


			 


			La parte C del manuscrito es esencialmente una exposición más detallada y completa de la teoría presentada en noviembre de 1915 ante la Academia Prusiana de Ciencias a lo largo de cuatro ponencias consecutivas. 


			 


			¿Cómo se mueve una partícula en un campo gravitatorio? 


			 


			Einstein estudió primero cómo se mueve una partícula en un campo gravitatorio. Ya en 1912, sabía que la gravedad se refleja en la geometría del espaciotiempo, y no le cupo duda de que la generalización natural de la línea recta era la geodésica, que es la trayectoria que tiene la mayor rectitud posible. De este modo concluyó que las partículas materiales se mueven a lo largo de líneas geodéticas a menos que estén sujetas a la acción de una fuerza (diferente de la gravedad). La ecuación de movimiento de una partícula en un campo gravitatorio (ecuación 46) es idéntica a la ecuación de la línea geodésica (ecuación 22), con la única diferencia de haber cambiado los corchetes por la letra C en la notación de los símbolos de Christoffel. El lado izquierdo de la ecuación es la segunda derivada de la posición de la partícula con respecto a la distancia a lo largo de la trayectoria del movimiento (la línea geodética). Esta distancia se mide en unidades temporales por lo que el lado izquierdo es la aceleración de la partícula. En relatividad el tiempo que define las unidad temporal se denomina «tiempo propio» y si la velocidad es muy pequeña comparada con la velocidad de la luz entonces el tiempo propio se reduce al tiempo ordinario. Según Einstein, los símbolos de Christoffel representan el campo gravitatorio, por lo que en ausencia de éste se anulan, la aceleración es cero y las partículas se mueven con velocidad constante. En la teoría newtoniana la aceleración depende del campo gravitatorio; la ecuación (46) reemplaza en relatividad general a la ecuación del movimiento newtoniana. 


			 


			

				Einstein ya había encontrado en el verano de 1912 la ecuación correcta del movimiento de una partícula en un campo gravitatorio. El mayor desafío provino de la ecuación de campo. 


			


			 

            Nota a esta página.
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			¿Cuál fue el mayor desafío de Einstein? 


			 


			El mayor desafío de Einstein en su búsqueda de una teoría relativista de la gravitación era la formulación de una ecuación de campo que generalizase la teoría de Newton de manera plausible y al mismo tiempo combinase las consecuencias que se siguen del principio de equivalencia con las de la relatividad especial. En este punto del manuscrito, la exposición de Einstein muestra muy pocas señales de su esfuerzo anterior y se centra en la elegancia matemática. Ya hemos recalcado que los campos gravitatorios son generados por la materia. Sin embargo, un campo gravitatorio puede existir sin una fuente material. Einstein comienza con este caso particular y explica cómo el formalismo matemático del cálculo diferencial absoluto sugiere de forma casi automática una posible solución. La ecuación de campo para el caso general se seguirá entonces si se impone la condición de que generaliza de forma natural el caso sin contenido material. 


			El punto de partida de Einstein es el tensor de Riemann-Christoffel de rango 4 ya definido. Einstein se había percatado con anterioridad de que el lado derecho de la ecuación, que por analogía con el electromagnetismo se corresponde con la fuente del campo, tiene que estar representado por un tensor de rango 2. Por tanto, el lado izquierdo, que describe la geometría del espaciotiempo asociado al campo gravitatorio, tiene que ser también un tensor de rango 2. Ya hemos encontrado un tensor de rango 2 obtenido a partir de la contracción del tensor de Riemann-Christoffel (ecuación 44, página [27]). Este tensor se reduce al tensor de Ricci Rno, cuando se escribe en coordenadas unimodulares  (−g = 1). Éste es el lado izquierdo de la ecuación (47), con los símbolos de Christoffel expresados mediante la letra C. Si no hay materia presente, el lado izquierdo de la ecuación es cero. 


			No obstante lo anterior, Einstein no tuvo en cuenta tales argumentos físicos, y en su lugar sugirió que la ecuación de campo para el caso sin materia se sigue de forma casi inmediata de su «estrategia matemática». Primero se concentró en la ecuación de campo sin contenido material, con el requisito de incluir la relatividad especial como caso particular, o de forma más específica, tratar el caso en el que las componentes del tensor métrico son constantes en una región dada y para una elección de coordenadas determinada. En este caso, todas las componentes del tensor de Riemann se anulan, lo que implica que la ecuación de campo debe cumplirse si el tensor de Riemann es cero. A continuación, Einstein argumenta que esta condición sería demasiado restrictiva y que la forma natural de relajarla sería imponer que sólo las componentes del tensor de Ricci se anulen. Esto le daría la ecuación de campo para el caso sin contenido material (ecuación 47). 


			Einstein concluye las dos últimas secciones con una afirmación (en la página siguiente) que es conveniente citar usando sus propias palabras: «La ecuación (47), que se deduce de las leyes de la teoría general de la relatividad utilizando argumentos de la matemática pura, junto con las ecuaciones del movimiento (ecuación 46), nos da en primera aproximación la ley de atracción de Newton y en segunda aproximación la explicación del avance del perihelio del planeta Mercurio que Le Verrier había descubierto. […] En mi opinión, estos hechos deben bastar como prueba convincente de que la teoría es correcta». 


			Einstein se refiere aquí al cálculo del avance del perihelio de Mercurio, que fue el contenido de la tercera de sus ponencias ante la Academia de Ciencias Prusiana en noviembre de 1915. Podría parecer que esta observación está aquí un poco fuera de lugar, pero Einstein quería convencer al lector de que estaba siguiendo el camino correcto. 
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			¿Qué es el formalismo lagrangiano y cuál fue su papel en la génesis de la relatividad general? 


			 


			

				Después de presentar, en noviembre de 1915, su nueva teoría de la gravedad, Einstein tuvo un intenso intercambio de correspondencia con amigos en Leiden: se trataba de los físicos teóricos Lorentz y Ehrenfest. Éstos apoyaban el trabajo de Einstein y sus conclusiones generales, pero tenían una serie de cuestiones que Einstein trató de aclarar con la ayuda de los artículos de noviembre. En algún momento de finales de enero de 1916, o después (no se conoce con exactitud la fecha), Einstein decidió que sus colegas se merecían una explicación detallada de cómo había obtenido la ecuación de campo de la gravedad. En una carta a Ehrenfest escribió: «Hoy vas a estar satisfecho conmigo. Me complace el gran interés que estás mostrando por esta cuestión y no voy a citar ningún artículo en absoluto para apoyar mis razonamientos. En lugar de ello voy a hacer los cálculos en exclusiva para ti». Einstein pidió a Ehrenfest que hiciera partícipe de la carta a Lorentz y que se la devolviera después, ya que, citando al propio Einstein, «es el mejor sitio donde puede estar». Probablemente, Einstein tenía esta carta delante cuando escribió la parte C del manuscrito. Los cálculos de la sección 15 en adelante siguen de cerca los que aparecen en la carta, a excepción de los símbolos de Christoffel, cuya notación es la que utiliza los corchetes. Es interesante observar que en esta carta es donde Einstein introduce la convención de la suma en los índices repetidos. 


			


			 


			Sólo le faltaba mostrar que el campo gravitatorio libre, sin un «contenido material» definido por la ecuación (47) cumple con la ley de conservación de la energía-momento. Para ello, Einstein aplicó el formalismo lagrangiano, que ya había utilizado en 1914 para obtener las ecuaciones de campo de la Teoría Entwurf. Entonces pensó que este cálculo era una prueba de la unicidad de dicha teoría, conclusión que resultó ser falsa, si bien sirvió en aquel momento para apuntalar la confianza de Einstein en ella. 


			 


			

				¿Qué es el formalismo lagrangiano, tan importante en el desarrollo de la relatividad general? La mecánica de Newton se basa en el concepto de fuerza, cuya representación matemática es un vector. Luego se desarrolló una alternativa que va mucho más allá de la mecánica y que comenzó con el trabajo de Leibnitz y su generalización ulterior llevada a cabo por Euler, Lagrange y Hamilton. Esta alternativa se basa en caracterizar un proceso físico, como el movimiento de una partícula con una magnitud normalmente denominada lagrangiana o hamiltoniana, utilizándose aquí esta última terminología, y que depende de los parámetros que describen el estado del sistema y sus derivadas con respecto a las coordenadas espaciales (o espaciotemporales). La dinámica queda caracterizada por un principio variacional, en lugar de por una ecuación de movimiento. Según el procedimiento que introdujo Hamilton, los puntos iniciales y finales del movimiento están fijados y las trayectorias posibles del movimiento entre estos puntos se caracterizan con cierta cantidad escalar denominada acción, cuyo valor es la integral temporal del lagrangiano. La trayectoria real de la partícula viene dada por el valor extremo (mínimo o máximo) de esta integral. A partir del «principio variacional» de Hamilton es posible obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales para el movimiento, denominadas ecuaciones de Euler-Lagrange. El formalismo lagrangiano es una de las herramientas principales para describir la dinámica de una enorme variedad de sistemas físicos, que se han aplicado para obtener las ecuaciones de campo del electromagnetismo. En el caso de los campos, el lagrangiano tiene la apariencia de un escalar, pero en realidad se trata de una densidad escalar, esto es, un escalar multiplicado por un factor que depende de la transformación de coordenadas que preserva los volúmenes. 


				Para Einstein, la formulación lagrangiana de las ecuaciones fundamentales de la relatividad general tenía la ventaja de permitir una demostración elegante de la compatibilidad de las ecuaciones con el requisito de la conservación de la energía-momento, algo que constituyó un gran problema en su búsqueda de las ecuaciones de campo correctas. 
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			¿Qué sucede con el principio de conservación de la energía-momento en ausencia de materia? ¿Puede el campo gravitatorio actuar como fuente de sí mismo? 


			 


			Einstein aplica el formalismo lagrangiano (él lo denomina formalismo hamiltoniano) para obtener las ecuaciones del campo gravitatorio sin contenido material (ecuación 47). Acto seguido reescribe las ecuaciones obtenidas y en dicho proceso aparecen unas nuevas cantidades tno, que aparentan ser las componentes de un tensor. Sin embargo, el objeto tno no representa un tensor sino la energía y el momento del campo gravitatorio que no son magnitudes covariantes, puesto que dependen del sistema de referencia escogido. En cualquier caso, la reformulación de las ecuaciones de campo en términos de este «pseudo-tensor» energía-momento del campo gravitatorio tuvo un importante papel heurístico para Einstein, ya que sugirió la forma en la que había que introducir el tensor energía-momento de la materia en la ecuación de campo. La primera de las ecuaciones (49) representa la ley de conservación de la energía-momento del campo gravitatorio. Escrita de esta manera, la ley es válida en todos los sistemas de coordenadas en los que g = −1. 


			 


			

				En 1912, mientras trabaja en la teoría del campo gravitatorio estático, Einstein ya era consciente de la importancia de la energía-momento del campo gravitatorio y su papel en la ecuación del campo gravitatorio. Su primera versión de la teoría violaba la conservación de la energía-momento. Al añadir un término para corregir este problema, se percató de que el nuevo término representaba la energía-momento del propio campo gravitatorio. Este conocimiento orientó su búsqueda ulterior de la ecuación de campo. 


			


			 


			¿Quién era el principal competidor de Einstein? 


			 


			

				La fase final de Einstein, en la que completó su teoría de la relatividad general en noviembre de 1915, supuso un esfuerzo en solitario. Su correspondencia acerca del asunto fue muy reducida, exceptuando sus intercambios epistolares con Hilbert para poner en común los avances de sus respectivas investigaciones. Hilbert había mantenido un interés continuado sobre aspectos fundamentales dentro de su programa para axiomatizar la física. En este contexto, mostró un interés sobre la teoría electrodinámica de la materia publicada por Gustav Mie en 1912 ya que tenía la esperanza de poder probar que partículas como el electrón podían ser obtenidas a partir del campo electromagnético en la forma de estructuras semejantes a puntos de las líneas de dicho campo. 


				Tras la visita de Einstein a Gotinga en el verano de 1915, invitado por Hilbert, éste intentó unificar la teoría de Mie de la materia con la teoría de Einstein de la gravedad, aunque tomando la Teoría Entwurf como punto de partida. Einstein y Hilbert intercambiaron resultados preliminares así como valoraciones críticas, de forma directa y posiblemente también indirectamente a través de terceros. De cualquier forma está claro que Einstein completó los últimos pasos de su teoría siguiendo los esquemas de sus investigaciones previas. 


				En noviembre de 1915, Hilbert estaba concluyendo su teoría unificada de la electrodinámica y la relatividad y se convirtió en el competidor de Einstein para la formulación de las ecuaciones del campo gravitatorio. 
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			¿Cómo se puede generalizar la ecuación de campo sin materia para que incluya materia? 


			 


			Einstein ha utilizado el método variacional para obtener la ecuación de campo en ausencia de materia (ecuación 47). El problema ahora es generalizar dicha ecuación en el caso de presencia de materia. Para ello emplea una tercera forma de la ecuación «que es particularmente útil para captar de manera vivaz el asunto». Cuando se escribe la ecuación de esta forma (ecuación 51), la expresión que se identifica con la energía-momento del campo gravitatorio aparece en el lado derecho de la ecuación y actúa como fuente del campo. Sólo falta añadir en el lado derecho la energía-momento de la materia, escrita de una forma semejante a la de la energía-momento de la gravitación. 


			Como último paso, y antes de generalizar su ecuación para incluir la materia ordinaria, Einstein recuerda la ecuación del campo gravitatorio en la teoría newtoniana (ecuación de Poisson) en la cual la densidad de masa t es la fuente del campo {. 


			 


			

				En sus Notas autobiográficas, Einstein detalla el papel de la ecuación de Poisson en la evolución del concepto de campo en la física. Esta ecuación es una manera de expresar la famosa ley de Newton de la gravitación en términos de un potencial que existe en cualquier punto del espacio, dando lugar a un campo y por ende a una fuerza cuyas propiedades son las de la susodicha ley. No obstante, aunque la ley que describe cómo la fuerza varía con la distancia parezca arbitraria, la ecuación de Poisson relaciona el potencial gravitatorio con una propiedad del propio espacio, anticipando de este modo el concepto posterior de «campo», tal y como Einstein señala en un análisis de la mecánica newtoniana y su concepto de fuerza: 


				 


				La ley del movimiento es precisa pero su contenido es nulo si no se da la expresión de las fuerzas. Para ello hay un alto grado de arbitrariedad, especialmente si se prescinde del requisito, que en cualquier caso no es nada natural, de que las fuerzas dependan sólo de las coordenadas (y no, por ejemplo, de sus derivadas temporales). Dentro del marco exclusivo de esta teoría, es un hecho completamente arbitrario que las fuerzas gravitatorias (y eléctricas) generadas a partir de un punto se rijan por el factor  (1/r) en su potencial. Adicionalmente, se sabe desde hace mucho que esta función es la solución esféricamente simétrica de la ecuación más simple posible (invariante bajo rotaciones) DU = 0. Por tanto no habría sido descabellado considerar esto como una prueba de que esta función debe ser el resultado de una ley espacial, enfoque que habría eliminado la arbitrariedad en la ley que da la fuerza. Ésta es realmente la primera pista que indica un alejamiento de la teoría de la acción a distancia, un avance que, con la ayuda de Faraday, Maxwell y Hertz, sólo será patente posteriormente bajo el peso de los datos experimentales. 
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			¡Por fin, la ecuación del campo gravitatorio! 


			 


			En relatividad general, la densidad de masa que aparece en el lado derecho de la ecuación de Poisson es reemplazada por el tensor energía-momento de la materia. En la página anterior, Einstein ya ha suministrado la preparación necesaria para introducir este tensor como el término fuente de la ecuación de campo. Seguidamente impone que la energía-momento de la materia y la energía-momento del campo aparezcan en la ecuación de campo al mismo nivel. Este requisito es la razón por la cual la ecuación de campo de Einstein adopta su forma particular (ecuación 52, que se transforma fácilmente en la ecuación 53). A continuación aclara que la mejor justificación para la ecuación de campo postulada se basa en las consecuencias físicas que se deducen de la misma. Más concretamente, la ecuación conduce a la conservación de la energía-momento total de la materia y del campo gravitarorio (página siguiente). 


			La ecuación (53) constituye la recompensa al esfuerzo de Einstein para encontrar una ecuación completamente covariante del campo gravitatorio. Einstein considera este logro un resultado de la estrategia matemática, en vez del resultado de una búsqueda intrincada de la convergencia de las estrategias física y matemática. El lado izquierdo de la ecuación es la forma explícita del tensor de Ricci, cuya importancia capital en relatividad general ya fue reconocida por Einstein en 1912. La fuente del campo en el lado derecho se introduce de una manera diferente a como se ha efectuado con anterioridad, a saber, se incluye un término adicional que contiene la traza del tensor de energía-momento (la suma de las componentes de la diagonal). 


			 


			

				Si se quiere mantener la forma común del lado derecho de la ecuación, es preciso modificar el lado izquierdo, añadiendo la traza del tensor de Ricci. Esta expresión modificada del lado izquierdo se conoce como «tensor de Einstein». Esta última es la forma estándar de la ecuación del campo gravitatorio que se utiliza en la actualidad y es la forma que Einstein adoptó en 1918: 


			


			 


			

				Rno—½ gno R = -kTno 


			


			 


			

				Años más tarde, en 1936, Einstein describió esta ecuación de la siguiente manera: 


				La teoría es semejante a un edificio, con un ala construida en fino mármol (el ala izquierda de la ecuación), mientras que la otra está hecha de madera de baja calidad (el ala derecha de la ecuación). En realidad, la representación fenomenológica de la materia es sólo una sustitución rudimentaria de una representación que tendría que ser válida para todas las propiedades conocidas de la materia». 
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			¿Cómo se satisface el principio de conservación de una manera no imaginada por Einstein en las etapas iniciales del desarrollo de su teoría? 


			 


			Einstein muestra cómo la ecuación de campo postulada cumple con la conservación de energía-momento, destacando el hecho de que la magnitud conservada es la suma de energía-momento de la materia y del campo gravitatorio, no conservándose ambas magnitudes por separado (ecuación 56). Ésta es la solución del problema que inquietó a Einstein durante la larga búsqueda de ecuaciones de campo completamente covariantes. En su origen, el principio de conservación de energía-momento era un requisito separado que parecía no ser compatible con la covariancia general. Para que la conservación de energía-momento se cumpliese, Einstein tenía que restringir los sistemas de coordenadas admisibles y por tanto prescindir de la covariancia general. 


			 


			

				Las cuatro comunicaciones de Einstein a la Academia de Ciencias Prusiana de noviembre de 1915 comenzaron con la vuelta a exactamente la misma ecuación que Einstein había estudiado tres años atrás con Grossmann y que había abandonado por no haber sido capaz de demostrar su compatibilidad con la conservación de energía-momento. Sin embargo, con la ayuda del formalismo variacional, Einstein fue capaz de resolver dicho problema, aunque todavía quedaba una condición que resultaba de imponer la conservación de energía-momento. En este punto, la condición −g = 1 era todavía una restricción coordenada (página [17]), por lo que en esta «ecuación de campo de noviembre» aún existía una discrepancia entre la covariancia y las leyes de conservación. En su siguiente artículo, publicado una semana después, Einstein trató de utilizar esta discrepancia para justificar un origen electromagnético de la materia. Suponer una naturaleza puramente electromagnética de la materia impondría una condición en su tensor de energía-momento que resolvería este rompecabezas. Basándose en esta teoría modificada, Einstein calculó el avance del perihelio del planeta Mercurio, y obtuvo el valor correcto. De forma simultánea, al efectuar este cálculo descubrió que tenía que reconsiderar sus ideas acerca de cómo la nueva teoría proporcionaba el caso límite de la gravitación newtoniana. Este descubrimiento abrió finalmente la puerta a la introducción de un ligero cambio en la forma en que el tensor de energía-momento aparecía en la ecuación de campo, cuya implicación era que las leyes de conservación dejaban de imponer condiciones adicionales que restringían la covariancia general. 


				Los intentos de Einstein para resolver la discrepancia entre la covariancia y las leyes de conservación le condujeron, pues, hacia la ecuación de campo definitiva que publicó el 25 de noviembre de 1915. A partir de una ecuación completamente covariante es posible obtener la conservación de la energía-momento como consecuencia. Einstein manifestó su alivio en el último artículo con la frase: «El postulado de la relatividad general no nos revela nada nuevo y distinto sobre la esencia de los diversos procesos naturales que no hayamos aprendido ya en el estudio de la relatividad especial. Los pareceres sobre este asunto que yo había divulgado con anterioridad en este medio han resultado ser erróneos». 


				El día que Einstein impartió la primera conferencia de su teoría ante la Academia Prusiana de Ciencias, escribió lo siguiente en una carta a su hijo Hans Albert: «Aprenderás muchas cosas buenas de mí que nadie te va a poder enseñar. El conocimiento que he adquirido tras un trabajo extenuante ha de ser aprovechado no sólo por extraños sino también, y muy especialmente, por mis propios hijos. En los últimos días he concluido uno de los mejores artículos de mi vida. Ya te lo explicaré cuando seas mayor. [...] A menudo estoy tan abstraído en mi trabajo que me olvido de almorzar». 
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			¿Es posible obtener las leyes físicas de conservación a partir de simetrías de la naturaleza? 


			 


			En el último paso del proceso deductivo de su teoría, Einstein estableció un vínculo con el trabajo de Hilbert incorporando en su nueva teoría de la gravitación uno de sus resultados matemáticos fundamentales, a saber, la relación entre conservación y covariancia posteriormente generalizada en el teorema de Noether. Einstein había desarrollado esta relación en sus propios términos en el marco de la Teoría Entwurf, relación que posteriormente profundizó en un artículo que publicó en octubre de 1916 que se analizará en detalle en las anotaciones del apéndice (páginas [A1-A5]). En el manuscrito se cita la publicación de Hilbert en una nota a pie de página (al final de la página siguiente). 


			 


			

				Emmy Noether era una matemática alemana que trabajó junto con Hilbert en Gotinga, uno de los principales centros del saber matemático de su época. Noether es conocida por sus contribuciones fundamentales al álgebra abstracta y a la física teórica. Su resultado más conocido en física se llama en la actualidad «teorema de Noether», y establece que toda simetría está asociada con una ley de conservación. El teorema de Noether está considerado una de las herramientas matemáticas más importantes dentro de las modernas investigaciones físicas. En el contexto de la relatividad general, la covariancia general se interpreta como una simetría básica que caracteriza la geometría espaciotemporal del universo y la conservación de la energía-momento es la ley de conservación asociada al teorema de Noether. Tras la muerte de Noether en 1935, Einstein escribió lo siguiente sobre ella en una carta al New York Times: «A la hora de juzgar quién es el matemático vivo más competente, sostengo que Fräulein Noether fue el genio matemático más creativo que haya surgido desde que comenzó la educación superior de las mujeres». 


			


			 


			Como conclusión de la parte C del manuscrito es interesante repasar las dificultades que atenazaron a Einstein en 1912-1913 y cómo las resolvió con la Teoría de Noviembre. En su búsqueda de una ecuación de campo para la gravedad, el requisito de poder escoger un sistema de coordenadas en el cual se pudiese materializar el límite newtoniano (en la forma en que lo entendía Einstein) y la conservación de la energía-momento quedaron enmarañados. Einstein consiguió finalmente separar estos dos problemas cuando se dio cuenta de que una ecuación de campo basada en el «tensor de noviembre» era perfectamente compatible con la conservación de la energía-momento si se imponía una pequeña condición adicional sobre las coordenadas. Esto le permitió comprobar que lo que necesitaba para recuperar la ecuación de Poisson a partir de su teoría casi covariante era sólo una elección de coordenadas, y no una restricción sobre las coordenadas admisibles. De este modo pudo Einstein separar el problema de la conservación de la energía-momento del problema de la reducción a la ecuación de Poisson, lo cual permitió eliminar el obstáculo principal que había impedido la elaboración de una teoría de la gravitación completamente covariante en las investigaciones del cuaderno de Zúrich. 


			 


			

				Al día siguiente de su presentación de la versión final de su teoría, Einstein escribió a su amigo Zangger: «La teoría posee una belleza inigualable. Pero sólo uno de mis colegas la ha entendido realmente y es además el mismo que está intentando astutamente apropiarse de ella». David Hilbert no se apropió de la teoría pero sí caminó tras las huellas de Einstein. En su artículo reconoció a Einstein el mérito de haber descubierto la relatividad general: «Las ecuaciones diferenciales de la gravedad aquí halladas están, en mi opinión, en armonía con la portentosa teoría de la relatividad general establecida por Einstein». 
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			¿Cómo encajan las teorías físicas establecidas, como la hidrodinámica y el electromagnetismo, en la nueva teoría de la gravitación? 


			 


			En la parte C Einstein ha obtenido la ecuación del campo gravitatorio (ecuación 53), en la cual el tensor de energía-momento Tno representa cualquier entidad física a excepción del propio campo gravitatorio. Usa el término «materia» para cualquier realidad física distinta del campo gravitatorio. Con la ayuda del formalismo matemático desarrollado en la parte B, Einstein estudia cómo encajan dos ejemplos «materiales» concretos (electromagnetismo e hidrodinámica) en el marco de la relatividad general. Einstein subraya que es posible determinar los efectos del campo gravitatorio en dichos sistemas materiales sin necesidad de nuevas hipótesis físicas adicionales. La reformulación en este nuevo contexto de las ya conocidas ecuaciones de la hidrodinámica y el electromagnetismo de la relatividad especial no aporta nuevas condiciones sobre los procesos materiales descritos por dichas ecuaciones. 

			Einstein considera la posibilidad de que la combinación de la nueva teoría de la gravedad con el electromagnetismo conduzca a una nueva teoría de la materia, que científicos coetáneos como Gustav Mie ya habían tratado de construir utilizando únicamente el electromagnetismo. En este punto, Einstein habla del desafío de unificar en un solo formalismo la gravedad y el electromagnetismo, sin hacer una mención explícita del esfuerzo de Hilbert en esta dirección. 


		   


			

				En noviembre de 1914, Einstein publicó un review sobre «El fundamento formal de la teoría de la relatividad general», en el que resumía la Teoría Entwurf de Einstein-Grossmann. En el texto, Einstein obtiene las ecuaciones de la hidrodinámica y las ecuaciones de campo de la electrodinámica de los cuerpos en movimiento, y ambos casos quedan englobados en la denominación «leyes de los procesos materiales». Dichas ecuaciones subsisten sin ningún cambio en la teoría final de la relatividad, con la única diferencia de que los potenciales gravitatorios gno que aparecen en las ecuaciones deben satisfacer la ecuación de campo adecuada. La parte D del manuscrito presente es una versión abreviada de las secciones correspondientes del artículo de 1914, con la excepción del tratamiento del tensor energía-momento electromagnético, que está bastante más simplificada en el manuscrito. En concreto, Einstein prescindió de los «seis-vectores» que complicaban las formulaciones anteriores. 


			


			 


			Además de la masa y la densidad de energía, la presión interna p también es una fuente del campo gravitatorio y aparece en el tensor de energía-momento. La presión interna está relacionada con el movimiento aleatorio de las partículas que constituyen el medio material. Este movimiento tiene asociada una energía, lo cual, tal y como sucede con cualquier forma de energía, contribuye al campo gravitatorio. Las ecuaciones generales de Euler relativistas son las cuatro ecuaciones que se obtienen tras aplicar la ecuación (57a) a la forma mixta del tensor de energía-momento (ecuación 58b). 


			 


			

				A mediados del siglo XVIII, Leonhard Euler publicó un conjunto de ecuaciones que gobiernan la dinámica de los fluidos incompresibles. Esencialmente, estas ecuaciones expresan la conservación de la masa y el momento para cualquier proceso hidrodinámico. Casi un siglo después se obtuvo una ecuación para la conservación de la energía, aunque en la actualidad el conjunto de las tres ecuaciones se conoce como «ecuaciones de Euler». Con el descubrimiento de la relatividad especial, la masa, la energía y el momento quedan integrados en un único tensor de energía-momento. Las ecuaciones de Euler en relatividad especial se obtienen igualando a cero las cuatro componentes de la divergencia covariante del mencionado tensor de energía-momento. 
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			¿Qué ecuaciones matemáticas utilizó Maxwell para describir las leyes del electromagnetismo y cómo afecta la gravitación a estas ecuaciones? 


			 


			En esta sección, Einstein reproduce básicamente su «Nueva interpretación formal de las ecuaciones de Maxwell de la electrodinámica» que había publicado en las actas de la Academia Prusiana unos meses antes. Esta publicación es una simplificación de la exposición del mismo tema en su review de 1914 titulado «El fundamento formal de la teoría de la relatividad general». Este tratamiento de la electrodinámica permite una transición casi inmediata a la teoría general de la relatividad. Einstein estaba satisfecho con esta nueva formulación covariante de las ecuaciones de Maxwell y así se lo comunicó a Lorentz por carta. En septiembre de 1915, Einstein se complació en informar a Lorentz de que «también he encontrado una prueba de la validez del principio de conservación de la energía-momento para el campo electromagnético cuando tenemos en cuenta el efecto de la gravedad, así como una representación teórica covariante y simplificada de las ecuaciones de vacío en la cual el concepto “dual” de seis-vector resulta innecesario». 


			 


			

				A mediados del siglo XIX, el físico británico Michael Faraday y el físico y matemático escocés James Clerk Maxwell habían introducido los conceptos de campo eléctrico y magnético. En aquel momento habían sido establecidas de manera empírica un conjunto de leyes físicas sobre la relación entre las cargas eléctricas y las corrientes y entre los campos eléctricos y magnéticos: 


				 


				• Ley de Gauss, que se aplica al campo eléctrico estático creado por cargas positivas y negativas. 


				• Ley de Gauss para campos magnéticos, que establece la inexistencia en la naturaleza de cargas magnéticas monopolares (“monopolos magnéticos”). Esto significa que las cargas magnéticas siempre presentan una doble polaridad (dipolos), como sucede con el polo norte y el polo sur de la aguja de una brújula. Los campos magnéticos estáticos, como los que presentan los materiales magnéticos, son generados por estos dipolos. 


				• Ley de Ampère, que establece que toda corriente eléctrica genera un campo magnético. Las líneas de fuerza del campo magnético forman circunferencias que rodean la corriente generadora del campo magnético. 


				• Ley de Faraday, que establece que un campo magnético variable genera un campo eléctrico. Las líneas de fuerza eléctricas son circunferencias que rodean las líneas de fuerza del campo magnético variable. 


				 


				Maxwell añadió una ley adicional cuyo enunciado afirma que la variación de un campo eléctrico produce un campo magnético, lo que implica que un campo eléctrico variable se comporta como una corriente eléctrica, denominada corriente de desplazamiento. Esta ley no tenía ninguna base experimental y fue el resultado exclusivo del ingenioso razonamiento de Maxwell. En torno a 1862, éste publicó la primera versión de un conjunto de ecuaciones que describían las leyes antes mencionadas. Estas ecuaciones constituyen las famosas «ecuaciones de Maxwell» y dieron lugar a la mayor síntesis dentro de la física clásica, habida cuenta de que las ecuaciones combinaban electricidad, magnetismo y óptica en un único formalismo. Además las ecuaciones predecían la existencia de ondas electromagnéticas que se propagan a través del espacio con la velocidad de la luz c. 


			


			 


			En la línea seguida por Minkowski en la formulación de la relatividad especial, resultó posible obtener las ecuaciones de Maxwell a partir del tensor antisimétrico del campo electromagnético Fno, que se define a partir de las derivadas de los potenciales electromagnéticos (y cuyos valores son los campos eléctricos y magnéticos).  
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			¿Cuál era el papel del «éter» en la física prerrelativista y por qué en un determinado momento Einstein pensó que el espacio sin éter es inconcebible? 


			 


			

				La velocidad de la luz c aparece explícitamente en las ecuaciones de Maxwell, lo cual suscitó la pregunta de respecto a qué era medida dicha velocidad. Los físicos supusieron que existía un medio invisible y carente de masa que estaba presente en todo lugar y proporcionaba un sistema de referencia absoluto respecto al cual se define la velocidad de la luz. Además este medio era el transmisor de las fuerzas ejercidas entre cargas eléctricas y polos magnéticos. El postulado básico de la teoría especial de la relatividad de Einstein afirma que la velocidad de la luz es constante en todos los sistemas de referencia que se mueven con velocidad constante unos respecto a otros (sistemas de referencia inerciales). Este postulado determina las leyes de transformación entre dichos sistemas de referencia y las ecuaciones de Maxwell permanecen invariantes bajo dichas transformaciones. 

				En la teoría especial de la relatividad, la velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas de referencia inerciales y por tanto el concepto de éter es superfluo, por lo que Einstein lo eliminó completamente de su formalismo teórico. No obstante, en 1920 Einstein se distanció de esta decisión hasta el punto de identificar la dinámica del espaciotiempo con el éter, aunque sin llegar a considerarlo como un sistema de referencia absoluto. En una conferencia impartida en la Universidad de Leiden en octubre de 1920, titulada «El éter y la relatividad general», Einstein afirmó: «De acuerdo con la relatividad general es posible estipular que el espacio posee propiedades físicas; así que, tomado en este sentido, existe un éter. La teoría de la relatividad general no tiene sentido sin el éter, pero no podemos considerar que éste tenga las mismas propiedades que tienen los medios materiales, como puede ser la propiedad de estar compuesto de diversas partes afectadas por un carácter temporal. No es posible aplicar al éter el concepto de movimiento». La última frase de esta cita está relacionada con el hecho de que la noción de éter utilizada para interpretar las propiedades del espaciotiempo en relatividad general no se puede considerar como un medio con propiedades mecánicas, a diferencia de lo que sucedía con la noción de éter en la física prerrelativista que Einstein desechó. 


		  


			 


			La distinción entre vectores y tensores covariantes y contravariantes también existe en relatividad especial. La parte de las ecuaciones de Maxwell que describe la ley de Gauss para campos magnéticos y la ley de Faraday (véase página anterior) se obtienen a partir de Fno, que es la forma covariante del tensor electromagnético, mientras que las otras dos ecuaciones provienen de la forma contravariante del citado tensor. Para hacer patente esta diferencia, Einstein añade una prima en las componentes de los campos eléctrico y magnético que aparecen en las ecuaciones obtenidas a partir de la forma contravariante del tensor F. Debido a la forma simple del tensor métrico de la relatividad especial, los valores primados y sin primar de los campos eléctrico y magnético coinciden, siendo esta distinción entre valores normalmente ignorada en los estudios de la relatividad especial. 


			Einstein denota el campo eléctrico con la letra n y el campo magnético con la letra f. En la versión impresa del manuscrito se utiliza la notación, entonces más común,  e y h, para los respectivos campos. 


			En sus notas autobiográficas, escritas a la edad de sesenta y siete años, Einstein expresó su entusiasmo con la teoría de Maxwell: «El tema más fascinante en mi época de estudiante era la teoría de Maxwell. Lo que hizo que esta teoría fuese considerada revolucionaria fue la transición de la acción a distancia al campo como la variable fundamental». 
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			¿Cuál fue el papel crucial que desempeñó Von Laue? 


			 


			Einstein tiene ahora todos los elementos necesarios para construir el tensor energía-momento del campo electromagnético. Comienza por presentar las cuatro ecuaciones que especifican la fuerza que actúa sobre el sistema y la energía transmitida al mismo. Con la ayuda de las herramientas matemáticas desarrolladas en la parte B, estas ecuaciones se escriben de una forma en que es posible identificar las componentes del tensor energía-momento (ecuaciones 66 y 66a en la página siguiente). En un sistema cerrado, el lado derecho de la ecuación (66) se anula y además se puede demostrar que coincide con las ecuaciones que expresan la conservación de la energía-momento obtenidas en la parte C (ecuación 57). 


			Ya hemos mencionado que la parte D del manuscrito se basa en el tratamiento que Einstein hace de «las leyes de los fenómenos materiales» (hidrodinámica y electromagnetismo). Allí Einstein aclara que su análisis utiliza la formulación de Minkowski-Laue, es decir, la formulación tensorial de Minkowski de la relatividad especial y la formulación de Von Laue del flujo de un medio continuo en relatividad especial. 


			 


			

				Max von Laue hizo importantes contribuciones al desarrollo de la teoría de la relatividad, concretamente a la comprensión más profunda de la dinámica relativista de los medios continuos a través del análisis de las implicaciones de la relación masa-energía de Einstein  E = mc2. Según la relación masa-energía, las tensiones de un medio elástico o hidrodinámico también involucran una cantidad de energía y por tanto pueden cambiar las propiedades inerciales de un cuerpo en movimiento. De hecho, todas las formas de energía tienen que tener una masa. Sin embargo, en la física clásica las tensiones producidas, por ejemplo, por fuerzas iguales y opuestas ejercidas sobre una línea común no influyen en el movimiento de un cuerpo. Incluso al estudiar el movimiento de un cuerpo extenso siempre es posible en la física clásica describir su movimiento completo, sin tener en cuenta las deformaciones locales, con una única magnitud, que es su masa inercial. Por contra, en la relatividad no existe una única magnitud como la masa que permita caracterizar la inercia de un sistema físico extenso. En torno a 1911, los resultados de Von Laue pusieron de manifiesto que era necesario no menos de diez funciones para ello, que constituyen las componentes de un objeto geométrico denominado «tensor de energía-tensiones» o «tensor de energía-momento». Ya en 1912 Einstein se había percatado de que dicho tensor tenía el papel esencial de término fuente de sus ecuaciones para el campo gravitatorio, similar al término de densidad de masa que aparece en la versión clásica de la ecuación (la ecuación de Poisson para el potencial gravitatorio newtoniano). 

				No obstante, al principio también Von Laue mantuvo una actitud escéptica hacia la teoría de Einstein. En una carta fechada en agosto de 1913 escribió (a Schlick): «La extraordinaria y de hecho inconcebible complejidad de la teoría confirma mi rechazo. Afortunadamente, una de sus consecuencias más directas (la desviación de los rayos de luz en las proximidades del sol) se podrá comprobar ya en 1914, durante el eclipse solar. Lo más seguro es que entonces la teoría acabe por descansar en paz». 
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			¿Cómo se comprueba experimentalmente la validez de la teoría? 


			 


			En las partes A, B, C y D del manuscrito, Einstein ha completado el marco teórico y el formalismo matemático de su nueva teoría relativista de la gravedad: la teoría general de la gravedad. Cada una de dichas partes tiene un título, mientras que la parte E carece de él. Einstein comienza por el encabezamiento de la sección 21, cuyo título ha sido tachado y reemplazado por uno más corto y sencillo. La parte E analiza las primeras pruebas de validez de la teoría general de la relatividad: la explicación del avance del perihelio del planeta Mercurio, la desviación de los rayos de luz de las estrellas distantes a su paso por las proximidades del Sol y la disminución de la frecuencia de la luz emitida en un campo gravitatorio (corrimiento espectral hacia el rojo). Einstein ya ha deducido la existencia de los dos últimos efectos a partir del principio de equivalencia y aunque pudo utilizar dicho principio para obtener el valor cuantitativo correcto del corrimiento espectral, fue necesario esperar a completar la teoría general para poder calcular el ángulo correcto de desviación de los rayos de luz. Einstein examina estos efectos en un campo gravitatorio débil y esféricamente simétrico creado por una masa puntual que representa el Sol y que se corresponde con el límite newtoniano de las ecuaciones de campo gravitarorio en el vacío (ecuación 47). 


			 


			

				Para Einstein, el requisito de que cualquier teoría aceptable de la gravedad debe poder reducirse a la teoría newtoniana como caso particular o tomando un límite apropiado no sólo es natural, sino absolutamente esencial. Después de todo, el conocimiento sobre la gravedad contenido en la teoría newtoniana está exhaustivamente comprobado experimentalmente. Durante la colaboración con Grossmann para encontrar una teoría completamente covariante, este requisito sirvió no sólo de condición para una ecuación del campo gravitatorio aceptable sino también como punto de partida para su construcción. En 1912 Einstein y Grossmann desecharon el tensor de Ricci, un candidato natural para tensor gravitatorio en el caso sin fuentes, debido a que pensaron (erróneamente) que no se reducía al límite newtoniano para un campo gravitatorio infinitamente débil. Sólo fue en noviembre de 1915 cuando Einstein, al trabajar en el problema del avance del perihelio de Mercurio, averiguó cómo había que interpretar el límite newtoniano.  


			


			 


			El potencial gravitatorio se representa por el tensor métrico gno (página [8]). En la teoría especial de la relatividad, que desprecia completamente los efectos de la gravedad, dicho tensor se reduce a la forma dada por la ecuación (4). Cabe esperar que un campo gravitatorio débil se debe describir con un gno cuyos elementos de matriz se diferencian de aquellos de la ecuación (4) por cantidades mucho menores que la unidad. Dado que el potencial gravitatorio en la teoría newtoniana queda descrito por una única función, podríamos esperar que sólo la componente g44, que representa el potencial gravitatorio en el límite newtoniano, fuese diferente de la unidad. Sin embargo, esto no sucede, debido a que la condición coordenada g = −1 (en el caso que nos ocupa g es el producto de los elementos de la diagonal del tensor métrico) implicaría que si g44 difiere de la unidad, los otros términos diagonales diferirían de −1. Este resultado sorprendió a Einstein y Grossmann. La nueva teoría no se reduce a la teoría newtoniana en el límite de un campo gravitatorio débil y estático. Einstein repitió hasta la saciedad la existencia del problema del límite newtoniano. La interpretación errónea de este límite, que subsistió hasta noviembre de 1915, fue uno de los mayores obstáculos en su búsqueda de una teoría completamente covariante. 
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			¿Qué pretendía aclarar y subrayar Einstein a posteriori? 


			 


			Einstein numeró las páginas del manuscrito al concluirlo y entonces decidió añadir unas pocas observaciones al final de la parte D. El asterisco es la marca del editor al linotipista para que inserte esta página en el lugar de la página anterior señalado por el asterisco. 


			Einstein quería subrayar de nuevo que la obtención de las ecuaciones de campo de la gravedad y la formulación de las leyes de conservación se basan en la elección especial de coordenadas g = −1, lo que simplifica las expresiones matemáticas pero no afecta a la generalidad de los resultados. 


			Esencialmente, Einstein repite otra vez su observación al final de la parte B (páginas [27-28]), donde establece que todas las fórmulas del artículo se expondrán en la forma simplificada obtenida gracias a esta elección de coordenadas, añadiendo además que «es un proceso simple recuperar la forma completamente covariante de las ecuaciones en un caso especial, si es necesario». 


			 


			

				Sabemos que en el momento de escribir el manuscrito, Einstein se planteó la posibilidad de reformular la obtención de las ecuaciones en coordenadas arbitrarias. Esto queda claro al examinar el manuscrito de cinco páginas que presentamos en este libro, que al principio Einstein quería incluir en el texto principal y posteriormente en el formato de una adenda. Finalmente, Einstein optó por no incluir esta parte en el manuscrito y en su lugar publicarla como un artículo separado, lo que ocurrió aproximadamente medio año después y cuyo título fue «Hamiltonsches Prinzip und algemeine Relativitätstheorie» [El principio de Hamilton y la teoría de la relatividad general]. La traducción al español de este artículo se incluye en el apéndice. 


			


			 


			Es posible que las observaciones de esta página vengan de alguna manera a sustituir la adenda y consideramos que las últimas palabras proporcionan una explicación: «No creo que añadir aquí mis consideraciones detalladas sobre este asunto merezca la pena, ya que después de todo no van a aportar nada realmente nuevo». 
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			Biblioteca MPIWG (Max Planck Institut für Wissenschaftsgeschichte). 
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			¿Qué forma adopta el tensor métrico en la aproximación newtoniana? 


			 


			En esta parte, Einstein aplica un método de aproximación para obtener el límite newtoniano del movimiento de un punto material en un campo gravitatorio (ecuación 46). En el lado derecho aparecen derivadas de las coordenadas espaciales y temporales con respecto al tiempo propio a lo largo de la trayectoria del punto. Las derivadas cuyos índices toman los valores n,o=1,2,3 se corresponden con velocidades materiales que en el límite newtoniano son mucho menores que la velocidad de la luz (en esta notación esto implica que son mucho menores que la unidad) y por tanto se pueden despreciar. De aquí se deduce que sólo sobrevive el término con índices n=4, o=4 lo cual conduce a la ecuación (67), que resulta ser la ecuación del movimiento de una punto material en la teoría de Newton. Einstein afirma: «Lo que sorprende en este resultado es que basta sólo con la componente del tensor g44 para determinar en la primera aproximación el movimiento del punto material». Otras componentes del tensor métrico todavía dependen de la posición, lo que indica que la curvatura del espaciotiempo aparece ya en la primera aproximación. Sin embargo, dichas componentes no afectan al movimiento del punto material. A continuación, Einstein aplica el mismo método de aproximación a las ecuaciones de campo (53) y obtiene la ecuación (68) (en la página siguiente), que coincide con la ecuación de Newton del potencial generado por una distribución de masa de densidad t. 


			 


			

				En diciembre de 1915, Einstein escribió lo siguiente a su amigo Michele Besso sobre su nueva teoría: «Lo más gratificante es comprobar el acuerdo con el avance del perihelio y la covariancia general. Sin embargo lo más extraño es la circunstancia de que la teoría de campo de Newton sea incorrecta ya en un primer orden. La simplicidad de la teoría newtoniana radica simplemente en el hecho de que en una primera aproximación de la ecuación del movimiento no aparecen las componentes g11, g22, g33 del tensor métrico». 


			


			 


			¿Cuál fue la grata sorpresa que recibió Einstein? 


			 


			

				El 22 de diciembre de 1915, Einstein recibió una carta del astrofísico Karl Schwarzschild, que escribía desde el frente ruso. Schwarzschild informaba a Einstein de que había resuelto completamente el problema formulado en el artículo acerca del avance del perihelio del planeta Mercurio. Ésta era la primera solución exacta de las ecuaciones de campo de la relatividad general para una única masa con simetría esférica y sin rotación. Einstein había abordado el problema utilizando coordenadas cartesianas, obteniendo una solución aproximada. Schwarzschild utilizó en su cálculo un sistema de coordenadas más apropiado. Éste escribió: «Es una maravilla que la explicación del problema de Mercurio aparezca de forma tan convincente a partir de una idea tan abstracta», y terminaba su carta diciendo: «Como usted puede ver, la guerra me ha dispensado un trato preferente y me ha permitido, a pesar del fuego cruzado a una distancia manifiestamente terrenal, dar un paseo por el país de sus ideas». Einstein apremió a Schwarzschild para que publicase sus resultados y prometió que él en persona informaría sobre los mismos en la siguiente reunión de la Academia de Ciencias Prusiana. La respuesta de Einstein a Schwarzschild fue: «No me esperaba que la solución exacta del problema se pudiese formular de una manera tan simple. El tratamiento matemático del mismo me produce un gran entusiasmo». 


				Schwarzschild falleció en mayo de 1916 a la edad de cuarenta y tres años. Einstein escribió un obituario en los informes de la Academia Prusiana de Ciencias alabando su trabajo y logros. La solución de Schwarzschild se convirtió en la base de las investigaciones modernas sobre los agujeros negros y en la piedra angular de los estudios sobre las implicaciones astrofísicas de la relatividad general. 
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			¿Cómo podían los astrónomos ayudar a confirmar ciertas predicciones de la teoría? 


			 


			Hasta ahora, Einstein ya ha mostrado que las ecuaciones básicas de su teoría relativista de la gravedad, a saber, la ecuación del movimiento (ecuación 46) y la ecuación de campo (ecuación 53), se reducen a la teoría newtoniana clásica en el límite de un campo gravitatorio estático y débil. Sin embargo, incluso en dicho límite, las cantidades g11, g22, y g33 no adoptan el valor –1 como cabría esperar a primera vista. Los valores aproximados de gno para un campo gravitatorio estático débil y de simetría esférica vienen dados por la ecuación (70). En el último capítulo, Einstein analiza las consecuencias de esta conclusión sobre las propiedades geométricas del espaciotiempo y utiliza los resultados para obtener las predicciones astronómicas correspondientes. 


			 


			

				Al darse cuenta de que no estaba familiarizado con los métodos matemáticos necesarios, Einstein se dirigió al matemático Grossmann para pedirle ayuda. En esta ocasión fueron los astrónomos los receptores de la petición de ayuda y consejo. Las predicciones específicas de la teoría general de la relatividad que se puedan confirmar o desechar a través de la observación directa son muy importantes para distinguirla de otras teorías alternativas de la gravedad. Einstein había trabajado en este tipo de predicciones desde 1911, habiendo logrado predecir dos efectos desconocidos que podrían ayudar a corroborar la teoría general de la relatividad. El primero de dichos efectos es la curvatura de los rayos de luz por un campo gravitatorio. En 1913, Einstein escribió al astrónomo George Hale pidiéndole consejo acerca de la posibilidad de medir este efecto en las proximidades de disco solar. La respuesta de Hale fue que la única oportunidad tendría lugar durante un eclipse solar. En 1914, tras el estallido de la primera guerra mundial, se planeó una expedición alemana para observar el efecto durante un eclipse solar en Ucrania, pero la expedición fue apresada durante un breve periodo por las autoridades rusas. Cabe observar que el ángulo predicho de desviación era la mitad del valor correcto predicho por la relatividad general, que se obtendría después. 
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			Reproducido con el permiso de la Biblioteca Huntington, San Marino, California. 

			 


				La segunda predicción es el cambio del color de la luz emitida en un campo gravitatorio, lo que se conoce como desplazamiento gravitatorio hacia el rojo. Einstein trató, sin mucho éxito, de convencer a los astrónomos alemanes de que comenzasen a investigar este efecto. Obtuvo un primer apoyo de Erwin Freundlich, que en aquel momento trabajaba como ayudante en el observatorio de Potsdam, y del astrofísico Karl Schwarzschild. Einstein reconoció especialmente el apoyo de Freundlich y en abril de 1914 escribió a Ehrenfest: «El astrónomo Freundlich ha encontrado un método para determinar la refracción de la luz originada por el campo gravitatorio de Júpiter. Además ha establecido con una precisión asombrosa el desplazamiento hacia el rojo de los centros de intensidad de las líneas solares…». Pero el anuncio de la confirmación experimental del desplazamiento al rojo resultó ser muy prematuro. Einstein tuvo palabras de elogio hacia Freundlich en una carta dirigida a Schwarzschild en enero de 1916: «Fue el primer astrónomo que comprendió el alcance de la teoría general de la relatividad y que se ocupó de manera entusiasta de los aspectos astronómicos ligados a la teoría». 


			


			 

            Nota a esta página.
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			¿Cómo se miden las longitudes de las varillas y el ritmo de los relojes en un campo gravitatorio? 


			 


			Ya sabemos que la longitud de las varillas y el ritmo de los relojes dependen del campo gravitatorio del lugar donde se sitúen los objetos. En esta parte, Einstein analiza cuantitativamente esta dependencia en el caso del campo gravitatorio originado por una masa con simetría esférica. 


			Utilizando los valores de gno de la ecuación (70) (página anterior), Einstein examina el efecto del campo gravitatorio originado por una masa situada en el origen de coordenadas sobre la medida de longitud de una varilla. La conclusión de este análisis indica que una varilla situada a lo largo de la vertical experimenta una ligera contracción, mientras que una varilla colocada perpendicularmente a la vertical no experimenta ninguna variación causada por el campo gravitatorio. Por consiguiente, si se utiliza la varilla para medir el diámetro y la circunferencia de un circulo alrededor del origen de coordenadas el resultado es que la razón de la circunferencia al diámetro es diferente de r. Por tanto, la geometría euclidiana no se sostiene ni siquiera en una primera aproximación al campo gravitatorio. 


			En la página siguiente Einstein lleva a cabo un análisis similar sobre el ritmo de los relojes. 


			 


			¿Existe una alternativa «viable» a la teoría de la relatividad general? 


			 


			

				Llegados a este punto, ya cerca del final del manuscrito y a punto de analizar las pruebas experimentales de la teoría de Einstein, es interesante mencionar la teoría de Gunnar Nordström, publicada en 1912. La teoría de Nordström se basa en un único potencial escalar y su marco de formulación es la teoría de la relatividad especial. Einstein tenía numerosas objeciones a las teorías escalares de la gravedad, que debatió con Nordström durante la visita de éste a Zúrich en junio de 1913. Después de dicha visita, Nordström publicó una nueva versión de su teoría, que fue analizada de forma exhaustiva durante una ponencia de Einstein en Viena en septiembre de 1913 titulada «Sobre el estado presente del problema de la gravedad». A pesar de su insatisfacción con el hecho de que la teoría de Nordström no explicaba la inercia de un cuerpo como efecto de la gravedad de la distribución material colindante (principio de Mach), Einstein formuló la conclusión siguiente: «En resumen, podemos decir que la teoría escalar de Nordström, que cumple con el principio de constancia de la velocidad de la luz, satisface todos los requisitos que cabe imponer a una teoría de la gravedad a tenor del conocimiento empírico presente». De hecho Einstein consideraba la teoría de Nordström como la única alternativa viable a la Teoría Entwurf desarrollada por Grossmann y él mismo. 


				La teoría de Nordström no predice la curvatura de los rayos de luz por un campo gravitatorio. Sin embargo, en aquella época no era posible desechar una u otra teoría en base a los resultados experimentales. Se esperaba que las observaciones astronómicas planeadas para el eclipse solar de 1914 podrían dirimir la cuestión, pero dichas observaciones no pudieron llevarse a cabo (página [9]). Por último, el veredicto que señalaba las carencias de la teoría de Nordström apareció ya antes del siguiente eclipse solar de 1919. El cálculo del avance del perihelio de Mercurio según la teoría de Nordström proporciona un resultado de 7'' (segundos de arco) mientras que la teoría de Einstein arroja el valor observado de 43'' (página [45]). 
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			¿Qué observación hizo a Einstein mundialmente famoso? 


			 


			El primer resultado descrito en esta página es el del retraso de los relojes en las proximidades de un cuerpo masivo. La ecuación (72) nos permite estimar el alcance de este efecto: un átomo que emite luz se puede considerar como un reloj. El retraso de este «reloj atómico» en un campo gravitatorio significa que la frecuencia de las oscilaciones, y con ella la de la luz emitida, se reduce. El color de la luz cuya frecuencia es menor se desplaza hacia el rojo en el espectro visible. En la nota a pie de página, Einstein agradece a Freundlich haber advertido dicho efecto a partir de las observaciones espectroscópicas de ciertas estrellas, recalcando que aquello no constituye aún una prueba definitiva. 


			A continuación, Einstein examina la desviación que experimenta un rayo de luz en las proximidades de una masa M a una distancia D y concluye que la desviación del rayo originada por el Sol es de 1,7'' (este resultado figura en la página siguiente). 
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				El ángulo de desviación predicho resultó ser el doble del valor que Einstein había obtenido teniendo en cuenta únicamente el principio de equivalencia y que aparece en su carta a George Hale (página [42]). Este valor podría haber sido también explicado utilizando una vieja (y casi olvidada) teoría newtoniana de la luz. Las predicciones de Einstein fueron confirmadas por las observaciones astronómicas efectuadas durante el eclipse solar de 1919, y llevadas a cabo por una expedición británica liderada por el astrónomo Arthur Eddington, lo cual catapultó a Einstein a la fama mundial de la noche a la mañana. No fue sólo el propio efecto sino también la medida del ángulo de desviación lo que originó un gran titular en el London Times el 7 de noviembre de 1919. 
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				El resultado del desplazamiento al rojo no fue confirmado hasta finales de los años cincuenta del siglo XX. En nuestros días, a la hora de definir los tiempos en el moderno sistema GPS de posicionamiento, debe tenerse en cuenta el efecto de la gravedad sobre la marcha de los relojes. 


			


			 


			Apreciamos un recuadro en blanco en esta página, que es una consecuencia de la práctica editorial de la época: el editor quitaba las figuras del manuscrito y éstas eran enviadas a la sección de artes gráficas; el resto del manuscrito se enviaba al linotipista. Reproducimos aquí la figura suprimida. Einstein utilizó este diagrama para explicar su elección de las coordenadas x1 y x2 que aparecen en sus cálculos. 
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			Explicación del avance del perihelio de Mercurio: de la decepción al triunfo 


			 


			

				La teoría newtoniana de la gravedad confirma las observaciones de Kepler, según las cuales los planetas siguen órbitas elípticas alrededor del Sol. Si sólo hubiese un planeta en el sistema solar la posición del perihelio de la órbita (el punto de máxima aproximación al sol) estaría fijo en el espacio. Sin embargo, debido a la influencia de los otros planetas, existe una ligera variación en la posición del perihelio. Los astrónomos descubrieron que la órbita del planeta Mercurio alrededor del Sol experimenta una rotación cuando se observa desde la Tierra cuyo valor es de 5600'' o 1,55° (grados sexagesimales) por siglo. Parte de este valor proviene de la influencia de las fuerzas ejercidas por otros planetas, pero subsistía un resto de 43'' sin explicación. El problema se conocía desde 1859, gracias al trabajo del astrónomo francés Urbain Le Verrier, y no pudo ser explicado hasta la teoría general de la relatividad de Einstein. 
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				En diciembre de 1907, cuando Einstein acababa de comenzar sus investigaciones para encontrar una teoría relativista de la gravedad, incluso antes de poseer una versión preliminar de alguna teoría, se percató de que una teoría semejante podría proporcionar al mismo tiempo una respuesta a un problema tan persistente. En una carta a su amigo Conrad Habicht escribió: «Trabajo en el análisis relativista de los cambios seculares observados en el perihelio de Mercurio». Poco después de la publicación de la Teoría Entwurf de Einstein-Grossman, Einstein y su amigo Michele Besso llevaron a cabo un cálculo para comprobar si la nueva teoría podía explicar el anómalo avance del perihelio del planeta. La conclusión fue que con la nueva teoría sólo era posible explicar 18'' del valor observado. Este mal resultado no hizo que Einstein pusiera la teoría en tela de juicio. De hecho nunca lo publicó, y lo desestimó completamente hasta noviembre de 1915, cuando lo usó como argumento a favor del abandono de la teoría. 


			


			 


			La última página incluye el resultado que Einstein obtuvo mientras trabajaba en la fase final de su nueva teoría, resultado que presentó el 18 de noviembre de 1915 a la Academia Prusiana de Ciencias. Este resultado permaneció inalterado también en la versión final de la teoría. En la nota a pie de página, Einstein remite al lector que desee conocer los detalles del cálculo al trabajo de Schwarzschild y al suyo propio. La última frase del manuscrito dice lo siguiente: «Los cálculos arrojan un resultado de 43'' por siglo para la rotación de la órbita del planeta Mercurio, lo cual se corresponde de manera exacta con las observaciones astronómicas (Le Verrier), pues los astrónomos habían descubierto en el avance del perihelio de este planeta un inexplicable remanente de aquella magnitud, tras haber tenido en cuenta las perturbaciones debidas a otros planetas.  


			 


			

				La anotación a lápiz del editor al final de la página indica la fecha de recepción del manuscrito: 20 de marzo de 1916. 
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			¿Por qué decidió Einstein no incluir este «Apéndice» en la versión impresa del manuscrito El fundamento de la teoría de la relatividad general? 


			 


			Ésta es la primera de cinco páginas que Einstein inicialmente tenía la intención de incluir en el manuscrito. A juzgar por el símbolo «§ 14» que aparece entre las líneas del título y los números de las ecuaciones que Einstein tachó, el plan de Einstein sería insertar estas páginas después de la sección 13 y a continuación obtener las ecuaciones de campo gravitatorias a partir del «principio variacional» explicado en la página [30]. Einstein decidió finalmente ejecutar el plan de forma gradual: primero, utilizando el principio variacional, obtuvo la ecuación de campo en ausencia de materia y después introdujo la materia de la misma forma que la energía y el momento del campo gravitatorio aparecen en la ecuación sin materia. Einstein pretendía añadir este último cálculo como apéndice al manuscrito, especificándolo así en el título y numerando las páginas a tal efecto. Pero al final no lo incluyó. En octubre de 1916 envió a la Real Academia de Prusia un artículo titulado «El principio de Hamilton y la teoría de la relatividad general» (en nuestras observaciones denominaremos a este trabajo Artículo de Octubre), que posee grandes parecidos y grandes diferencias con el apéndice de nuestro manuscrito, apéndice nunca publicado. 


			 


			

				La obtención de la ecuación de campo gravitatorio en la parte C del manuscrito depende de la condición coordenada –g = 1. En la página 40a, Einstein afirma que es posible formular las ecuaciones del campo gravitatorio y la conservación de la energía-momento en la forma que adoptan al final de la parte C sin necesidad de escoger una condición coordenada. Este apéndice vendría a demostrar dicha afirmación. Sin embargo, Einstein concluyó finalmente que no merecía la pena, pues no aportaba nada nuevo. Por tanto su decisión fue la de no incluirlo en su artículo «El fundamento de la relatividad general». 


			


			 


			Einstein utiliza una formulación hamiltoniana (lagrangiana) diferente de la de Hilbert y también diferente de la suya propia anterior 


			 


              Einstein aplica el método variacional a una función hamiltoniana (en la actualidad se denominaría lagrangiana) que depende de las componentes del tensor métrico (potenciales gravitatorios), de sus derivadas y de los parámetros que describen la materia y sus correspondientes derivadas (es decir, todo lo que es independiente del campo gravitatorio). A diferencia de Hilbert, que durante el análisis del mismo problema supuso que los parámetros eran las componentes del potencial electromagnético, Einstein no especifica la naturaleza de dichos parámetros. El enfoque de Hilbert se basaba en la teoría de Mie (página [31]), que establece que toda la materia tiene un origen electromagnético, por lo que el tensor de energía-momento de la materia debe depender únicamente de variables electromagnéticas. En la nota al pie de esta página, Einstein afirma que la suposición de Hilbert de que el hamiltoniano depende sólo de estas cantidades y sus derivadas no es muy prometedora. 


			Einstein separa el hamiltoniano en dos partes G y M, donde la primera depende sólo de los parámetros del campo gravitatorio, y la segunda depende de todas las variables gravitatorias y materiales. Seguidamente obtiene las ecuaciones satisfechas por cada una de las partes (ecuaciones 78 y 79 al comienzo de la página siguiente). La última aparece aquí en la forma de una expresión matemática y faltaría que Einstein la hubiese igualado a cero para obtener la ecuación correspondiente a la parte material, M, del hamiltoniano. 
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			¿Por qué finalmente Einstein decidió publicar una versión modificada de este «Apéndice»? ¿Qué papel desempeñaron Lorentz y Hilbert? 


			 


			

				Tras completar su teoría general de la relatividad, Einstein fue cada vez más consciente del importante papel de la formulación hamiltoniana, sobre lo que mantuvo correspondencia con sus colegas. En enero de 1916 escribió a Lorentz lo siguiente: «Ahora me encaja perfectamente tu intento de llegar a la teoría gravitatoria a partir de las ecuaciones de campo que se siguen del principio de Hamilton. Yo mismo siento la necesidad de calcular la función de Hamilton retroactivamente, con el fin de obtener la expresión de las leyes de conservación de una forma adecuada». A pesar de haber hecho el cálculo, Einstein no lo incluyó en el artículo final, enviado para su publicación dos meses después. En la misma carta a Lorentz añadió: «No obstante, debo admitir que en realidad no veo en el principio de Hamilton nada más allá de un intento de reducir un sistema de ecuaciones tensoriales a una ecuación escalar para la que las leyes de conservación siempre se cumplen y además se obtienen fácilmente». 


			


			 


			En esta página, Einstein explica cómo alcanzar la certeza de que la «acción» definida por la integral que aparece en la ecuación (76) es un invariante (una cantidad escalar), con lo cual su «variación» dará lugar a ecuaciones covariantes. En una nota a pie de página menciona que este procedimiento fue propuesto por Hilbert y Lorentz.  


			 


			

				Es posible que el trabajo de Lorentz y Hilbert le instara a publicar su propia visión acerca del asunto. Lo pudo haber hecho medio año antes. De cualquier modo, para él era importante demostrar de manera general la relación entre las propiedades de covariancia y las leyes de conservación. Es instructivo citar el primer párrafo del artículo de octubre: «H.A. Lorentz y D. Hilbert han conseguido recientemente una presentación particularmente completa de la teoría de la relatividad general a través de la obtención de las ecuaciones a partir de un único principio variacional. Esto mismo es lo que se va a llevar a cabo en el artículo. Mi objetivo aquí es presentar las relaciones fundamentales de una forma tan transparente y completa como lo permita el principio de relatividad general. A diferencia de la exposición de Hilbert, mis supuestos sobre la constitución de la materia serán mínimas. Por otro lado, y a diferencia de mi propio tratamiento reciente de la cuestión, las coordenadas empleadas serán totalmente arbitrarias». 


			


			 


			Einstein aplica el método variacional a la parte gravitatoria del hamiltoniano, G. El único invariante adecuado, que depende de las componentes del tensor métrico así como de sus primeras y segundas derivadas, se construye a partir del tensor métrico y el tensor de Riemann mediante la multiplicación interior y la contracción (ecuación 80). En la actualidad este invariante se conoce como «escalar de Ricci». En el párrafo correspondiente del artículo de octubre, Einstein denomina por vez primera al tensor de Riemann «tensor de curvatura de Riemann». Aunque «curvatura espaciotemporal» se ha convertido en la expresión común para describir el efecto de los objetos masivos sobre el espaciotiempo, Einstein nunca había utilizado este término. 


			 


			

				En una carta dirigida a Hermann Weyl, Einstein formula una crítica explícita al enfoque de Hilbert: «Las suposiciones de Hilbert sobre la materia podrían ser adoptadas por un niño que no entiende del asunto. De ninguna forma se puede rubricar la mezcla de los argumentos sólidos que dimanan del postulado de la relatividad con semejantes hipótesis atrevidas y sin fundamento sobre la estructura del electrón o la materia. Me complace reconocer que la búsqueda de una hipótesis adecuada o un hamiltoniano que dé cuenta de la composición estructural del electrón es una de las tareas más importantes de la investigación teórica actual. Sin embargo el “método axiomático” es aquí de poca utilidad». La última frase se refiere a la ambiciosa idea de Hilbert de elaborar una formulación axiomática de la física, acercándola de este modo a una disciplina como la geometría. 
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			¿Se satisface el principio de conservación sin restricciones? 


			 


			En esta página, Einstein formula la variación de la parte gravitatoria del hamiltoniano de tal forma que su carácter invariante (escalar) queda patente. Einstein señala que la elección de la segunda parte del hamiltoniano, M, se puede hacer con un grado de arbitrariedad significativo y no implica ninguna restricción o hipótesis adicional sobre la parte gravitatoria del hamiltoniano y, consecuentemente, tampoco sobre el lado izquierdo de las ecuaciones de campo gravitatorias (ecuación 78). 


			 


			

				Einstein subrayó esta idea en una carta a Lorentz de noviembre de 1916, que iba adjunta al artículo de noviembre que también le había enviado: «En particular me gustaría mostrar que el concepto de materia de la relatividad general no impone mayores restricciones sobre la elección de la función hamiltoniana que las del postulado de la relatividad especial, ya que las leyes de conservación son satisfechas para cualquier elección de M». Einstein reitera su crítica a Hilbert: «La elección de Hilbert no parece, pues, tener ninguna justificación».  


			


			 


			1916: un año de trabajo intenso y de nuevos comienzos 


			 


			

				En diciembre de 1915, Einstein escribió a Besso: «Los sueños más fantásticos se han hecho realidad: la covariancia general, el avance del perihelio de Mercurio explicado de una forma increíblemente precisa […] Recibe un saludo del muy satisfecho pero completamente agotado (ziemlich kaputten), Albert». Einstein tenía sobradas razones para estar satisfecho y podría haberse tomado un periodo de descanso, intercambiando pensamientos con sus colegas y amigos y disfrutando de su éxito. Sin embargo, no fue esto lo que sucedió; 1916 fue un año de trabajo intenso y de nuevos comienzos. 


				El primer artículo que Einstein publicó después de haber terminado y enviado el manuscrito sobre el fundamento de la relatividad general aportaba una solución aproximada de las ecuaciones de campo en unas coordenadas específicas, que le había sugerido el astrónomo Willem de Sitter. En este artículo Einstein analizaba las ondas gravitatorias y concluía que los objetos masivos acelerados generan cambios en la métrica que describe las propiedades locales del espaciotiempo, cambios que se propagan, al igual que las ondas, a la velocidad de la luz (en la actualidad hablaríamos de cambios en la curvatura). No obstante, Einstein cometió un error de cálculo que le condujo al extraño resultado de que «tienen que existir ondas gravitatorias que no transporten energía». En 1918 corrigió este error, admitiendo que su análisis previo de la cuestión «estaba afectado por un lamentable error de cálculo». Además obtuvo una famosa fórmula que da cuenta de la pérdida de energía en un sistema que emite radiación gravitatoria. Sin embargo la controversia continuó, y en 1937 Einstein trató incluso de probar la imposibilidad de las ondas gravitatorias. 


				Tras largas investigaciones, los físicos actuales están convencidos de la existencia de las ondas gravitatorias producidas por objetos masivos y acelerados. Por ejemplo, se ha demostrado que los sistemas binarios de estrellas constituyen potentes fuentes de ondas gravitatorias cuando una estrella orbita en torno a la otra en una trayectoria espiral. Habida cuenta de las distancias astronómicas a las fuentes de ondas gravitatorias, las predicciones indican que sus efectos son extremadamente pequeños. A pesar de los exhaustivos intentos hasta la fecha no se han podido detectar dichas ondas, lo que  constituye un desafío de la investigación puntera actual en relatividad general.* 
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			Tras adoptar en la página anterior una expresión específica para el hamiltoniano gravitatorio G, Einstein escribe el lado izquierdo de la ecuación (78) en términos del tensor contraído de Riemann (ecuación 83). El tensor Bno es el tensor Gno en la ecuación (44) del manuscrito principal donde la condición –g = 1 se utiliza para simplificar este último tensor. 


			 


			Einstein y su papel de misionero de la ciencia 


			 


			

				En noviembre de 1915, tras enviar para su publicación la versión final de su teoría general de la relatividad, Einstein ya tenía la intención de escribir un libro de divulgación sobre la relatividad, tanto en su versión especial como general. Al mismo tiempo estaba escribiendo un resumen completo de la teoría con todos sus detalles (el manuscrito aquí comentado) y que estaba destinado a la comunidad científica. En enero de 1916, Einstein escribió a su amigo Besso: «El gran éxito de la gravitación me satisface enormemente. Estoy considerando seriamente la posibilidad de escribir un libro en un futuro próximo sobre la teoría de la relatividad especial y general, aunque como sucede con todo lo que no se basa en una ferviente motivación me es complicado ponerme con ello. Pero si no lo hago, la teoría no será comprendida, a pesar de la simplicidad de sus principios». 


				Einstein concluyó el manuscrito en diciembre y el libro Über die spezielle und die allgemeine  Relativitätstheorie [Sobre la teoría de la relatividad especial y general] fue un gran éxito. Entre 1917 y 1922 aparecieron catorce ediciones en alemán, y tras la confirmación de la curvatura de los rayos de luz se tradujo a diversos idiomas. Estas ediciones tienen pequeños cambios en el texto e introducciones adicionales. 


				En la introducción a la primera edición Einstein escribió: «El autor no ha escatimado esfuerzos para presentar las ideas principales en su forma más simple e inteligible, siguiendo en su conjunto la misma progresión y las mismas interrelaciones en las que realmente se gestaron». La introducción concluye con el siguiente deseo: «Ojalá que este libro sirva para pasar momentos placenteros y entretenerse con pensamientos sugestivos». 


				Einstein pensaba que las leyes de la naturaleza se podían formular sobre la base de un conjunto de principios básicos. La búsqueda de la simplicidad marcó su actividad científica. Además creía que era su deber exponer esos principios al gran público de una manera sencilla así como transmitir la emoción y la satisfacción que la comprensión de los principios puede llegar a suscitar. Esta obra constituye uno de los muchos ejemplos de la entrega de Einstein a su actividad de misionero de la ciencia. 
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			La creatividad científica en medio de las tribulaciones personales y del desastre nacional 


			 


			En la última página del apéndice que estamos estudiando, Einstein completa con la ecuación (90) la prueba de la invariancia de la «acción» y con ello la covariancia general de las ecuaciones obtenidas a partir de ella mediante el método variacional. El manuscrito concluye de una forma algo brusca, sin deducir la conclusión física más importante que se sigue de este resultado. Einstein llevó a cabo este paso adicional en el artículo de octubre y obtuvo a partir de la ecuación de campo (78) la ley de conservación conjunta de la energía-momento del campo gravitatorio, subrayando que se obtiene utilizando sólo las ecuaciones de campo de la gravedad y sin hacer ningún uso de las ecuaciones de campo de los procesos materiales.  


			 


			

				El año 1916 aún estuvo marcado para Einstein por las deliberaciones, publicaciones y la correspondencia con otros colegas acerca de la relatividad general y sus consecuencias. Pero en el verano de aquel año también publicó dos artículos que eran una contribución innovadora y seminal sobre la teoría cuántica de la interacción con la materia. En estos trabajos Einstein estableció los siguientes principios fundamentales: (a) la absorción de radiación por un átomo es proporcional a la densidad de radiación presente, (b) los átomos emiten radiación bien de manera espontánea bien de forma inducida por el campo de radiación, que los rodea, con una probabilidad que, de nuevo, es proporcional a la densidad del campo de radiación (c) en el proceso de emisión y absorción, los átomos intercambian con el campo de radiación, además de energía, momento, (d) durante el proceso de emisión de radiación por un átomo, la onda emitida no se propaga de manera radial, sino que sigue una dirección de propagación bien definida. La última conclusión confirma fehacientemente la naturaleza corpuscular de la luz (existencia del fotón). En septiembre Einstein escribió a Besso: «La existencia del cuanto de luz ha quedado completamente establecida». 


			


			 


			

				Nuestras anotaciones a las páginas del manuscrito contienen material básico relacionado con hallazgos científicos relevantes así como con la correspondencia epistolar con otros colegas. No nos hemos ocupado del entorno socio-político de Einstein ni hemos hablado del deterioro de sus relaciones familiares durante aquellos años. La manera en que estos factores afectaron a Einstein se trata en varias de sus biografías. Si bien ya hemos indicado que 1916 fue un año de nuevos comienzos y una magnífica creatividad, es necesario subrayar además que todos estos logros tuvieron lugar cuando la Gran Guerra desgarraba Europa, afectando a la vida de toda la población alemana. Einstein se sintió aislado en aquel momento debido a que, a diferencia de sus colegas alemanes, él era abiertamente crítico con la guerra. Además, en 1916, tras la ruptura de su familia y la separación de su mujer Mileva, que regresó a Zúrich con los niños, Einstein vivía solo. 
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			EPÍLOGO: 


			EL DRAMA CONTINÚA… 


			 


			¿EL FINAL FELIZ? 


			 


			La publicación del manuscrito de Einstein en 1916 supuso el final de un dramático y convulso periplo intelectual que había comenzado una década atrás. Sin duda constituyó un final feliz, ya que se colmaron las expectativas más ambiciosas que Einstein había puesto en la empresa. De hecho, consiguió una teoría del campo gravitatorio completamente covariante que era a la vez matemáticamente elegante y físicamente plausible. También parecía cumplir con sus mayores requisitos filosóficos, al ser compatible con el razonamiento heurístico que había dado lugar al punto de partida y que estaba inspirado en el pensamiento de Ernst Mach, cuyos trabajos Einstein había leído en su época de estudiante. El concepto metafísico newtoniano de «espacio absoluto» no tenía ninguna cabida en la nueva teoría y sus supuestos efectos físicos, como las fuerzas de inercia, eran aparentemente una consecuencia de la influencia de la materia. 


			Sin embargo, en 1916, cuando Einstein puso el broche final a su obra maestra, era también posible situar su logro dentro de un contexto más sobrio. El mundo que lo rodeaba, tan ocupado en la destrucción de la civilización europea mediante una guerra despiadada y desprovista de toda razón, no prestó ninguna atención a este logro. Ni siquiera sus famosos colegas científicos de Berlín tuvieron demasiado en cuenta la nueva teoría y sus implicaciones. Einstein encontró dificultades para atraer la atención de los astrónomos sobre las consecuencias experimentales más directas de la teoría, como la curvatura de los rayos de luz por efecto de un campo gravitatorio. Paulatinamente, él mismo se dio cuenta de que lo que con tantas dificultades había desarrollado era distinto de lo que inicialmente se había propuesto conseguir. La fricción entre las ideas intuitivas originales de Einstein y las implicaciones de la nueva teoría fueron cada vez más patentes a lo largo de su evolución posterior. 
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			De la pizarra a una nueva visión sobre el universo. 


			 


			UN REPASO AL PENSAMIENTO HEURÍSTICO DE EINSTEIN 


			 


			Al principio Einstein intentó de manera tenaz interpretar la nueva teoría según la crítica de Mach a la mecánica clásica. Hay diversas razones para explicar esta tenacidad, tal y como hemos indicado en nuestros comentarios. Primero, el análisis de Mach de la mecánica clásica había servido como una importante guía heurística en la formulación de la teoría. Mach apuntó que las fuerzas centrífugas podrían deberse al efecto de las estrellas distantes, en vez de al espacio absoluto de Newton. Por tanto Einstein esperaba que la versión final de su teoría cumpliría con la intuición de Mach. Pero también había utilizado la crítica de Mach para subrayar la plausibilidad de su ingeniosa generalización del principio clásico de relatividad para incluir los sistemas acelerados. De hecho, no había prácticamente ninguna otra justificación para este enfoque tan poco ortodoxo. Semejantes argumentos epistemológicos tenían un importante papel antes de la espectacular confirmación en 1919 de la desviación de los rayos de luz por parte de una expedición británica dirigida por Sir Arthur Eddington para estudiar el eclipse solar, ya que permitían señalar las ventajas de la teoría sobre otras rivales formuladas en el marco de la relatividad especial. Por tanto, la afirmación de Einstein de que la nueva teoría estaba de acuerdo con las consideraciones filosóficas de Mach sirvió de sustituto a la falta inicial de datos experimentales. 
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			Einstein se queda pegado a la pared: ¿es culpa de las estrellas distantes? 


			 


			LA ATENCIÓN SE DESPLAZA DE LA ECUACIÓN DEL CAMPO GRAVITATORIO A SUS SOLUCIONES 


			 


			La relatividad general es una teoría matemáticamente compleja. Escribir la ecuación del campo gravitatorio no cubre, ni mucho menos, su contenido físico completo y de hecho la teoría de Einstein continúa deparando sorpresas hoy en día. Su posterior elaboración matemática reveló propiedades inesperadas, especialmente durante la búsqueda de soluciones exactas, un proceso que comenzó nada más concluir su formulación. Al investigar los aspectos matemáticos de la nueva teoría a la luz de su intuición original, Einstein pensaba, por ejemplo, que el campo gravitatorio no queda determinado de manera única por la distribución de materia que actúa de fuente en la ecuación de campo. Por ello concluyó que también era necesario especificar el comportamiento de las soluciones en las fronteras del universo. ¿Cómo era posible interpretar físicamente este requisito? ¿Cómo se podía relacionar con la pretensión, motivada por las ideas de Mach, de que las propiedades inerciales de los cuerpos en el espacio quedan determinadas exclusivamente por la distribución de materia? 


			Al no haber hallado una solución satisfactoria al problema de las condiciones en la frontera, y entendiendo dicho problema a la luz del pensamiento de Mach, Einstein propuso en 1917 una forma completamente nueva de resolverlo. Se trataba de un problema sobre el cual dijo que existía el riesgo de hacerle acabar en un manicomio, tal y como comentó en una carta coetánea a su amigo Paul Ehrenfest.1 


			En su famoso artículo «Consideraciones cosmológicas dentro de la relatividad general» de 1917,2 Einstein obtuvo una solución que cumplía con todas sus expectativas acerca de la constitución del universo, entre ellas la explicación de sus propiedades inerciales como consecuencia de la distribución de las masas que actúan como fuentes del campo gravitatorio. Este espaciotiempo describe un universo espacialmente cerrado y estático con una distribución uniforme de materia. Mediante esta solución, Einstein evitaba el problema de tener que especificar unas condiciones adecuadas en la frontera del universo debido a que un espacio cerrado carece de frontera. Además, pensaba que el modelo se correspondía con una visión realista del universo que se conocía en aquel momento. De hecho, no estaba ni siquiera claro que las galaxias observadas fuera de nuestra propia Vía Láctea estuviesen constituidas por materia semejante a la de nuestra propia galaxia ni que fuese posible extender el universo mucho más allá de ésta. 


			 


			EL SURGIMIENTO DE LA COSMOLOGÍA MODERNA 


			 


			No obstante, los resultados recién apuntados únicamente funcionaban si se pagaba el precio de tener que modificar la ecuación de campo para la que este espaciotiempo estático era una solución. Esta modificación consistía en la introducción de un término adicional en las ecuaciones de 1915 caracterizado por una constante m, denominada «constante cosmológica». Para la concepción filosófica machiana de Einstein, que abogaba por un universo estático, dicha constante fue una tabla de salvación. Sin embargo, poco a poco Einstein se vio obligado a admitir que la constante no conseguía el objetivo para el cual había sido inventada y acabó por desecharla. Pero este término adicional es realmente legítimo y, al contrario de lo que Einstein escribió en 1916, la ecuación de campo resultante no era en realidad la más general si se tenían en cuenta sus requisitos. Hoy en día, la constante cosmológica tiene un papel importante a la hora de explicar la expansión acelerada del universo que proporciona la relatividad general.3 


			 


			

				Uno de los mitos más famosos en torno a la figura de Einstein le atribuye la afirmación de que su idea de la «constante cosmológica» era el mayor error de su vida. El origen de esta historia se retrotrae a un artículo de Scientific American de 1956 publicado por George Gamow en el que el autor recordaba haber oído al propio Einstein reconocer muchos años antes que la idea de la constante cosmológica era «el mayor error cometido de toda su vida». Gamow repitió esto en su autobiografía My World Lines. El astrofísico y autor de libros de divulgación Mario Livio menciona en su reciente obra, titulada Brilliant Blunders, que no hay ninguna prueba de que Einstein afirmase tal cosa sobre la constante cosmológica, ni oralmente ni por escrito y que lo más probable es que todo se tratase de una invención de Gamow. En cualquier caso, la afirmación ha sido ampliamente citada, apareciendo en numerosos artículos y libros y ha quedado incorporada al imaginario científico que rodea a Einstein.4 


			


			 


			Al principio, Einstein trató de ignorar la relación entre la nueva teoría y la astronomía, al menos en lo concerniente a la astronomía que se ocupa del estudio de los cuerpos celestes más allá del sistema solar. Su principal oponente en el debate sobre las supuestas características machianas de la relatividad general era el astrónomo holandés Willem de Sitter, quien tuvo un importante papel a la hora de dar a conocer la teoría de la relatividad fuera de Alemania.5 A diferencia de Einstein, De Sitter trabajó con intensidad en las diferentes consecuencias astronómicas de las diferentes soluciones de las ecuaciones de campo. En un tono casi de disculpa, Einstein escribió a De Sitter en 1917 lo siguiente: «Desde la perspectiva de la astronomía no he hecho sino erigir un sublime castillo en el aire, pero para mí la pregunta clave era saber si se podía seguir el concepto de relatividad hasta el final o si por el contrario aparecían contradicciones por el camino. Este problema ya no me atañe, pero en el pasado no hacía más que atormentarme».6 


			Poco después de que se publicasen estas «consideraciones cosmológicas» de Einstein, De Sitter demostró que incluso las ecuaciones modificadas admiten una solución en la cual no existe un tipo de materia que actúe como fuente del campo gravitatorio.7 Sin embargo, las partículas libres que se mueven en el seno de este espaciotiempo exhiben propiedades inerciales que no cabe explicar como un efecto originado por las «estrellas distantes» de Mach. A diferencia de la solución de Einstein, no hay una relación entre la densidad de la materia y el radio del universo en la solución de De Sitter. Ambas soluciones fueron objeto de un intenso debate y constituyeron las principales alternativas estudiadas. Incluso llegaron a motivar las observaciones sobre las galaxias distantes del astrónomo Edwin Hubble a finales de los años veinte, que terminaron echando por tierra la creencia en un universo estático, lo que parecía ir en contra de las expectativas del propio Hubble. 


			La expectativa de Einstein sobre una explicación machiana de la inercia en la teoría general de la relatividad cambió gradualmente y pasó de ser un requisito impuesto sobre la propia teoría a convertirse en una propiedad sólo satisfecha por soluciones particulares de la teoría. Einstein pronto se percató de que no podía ser siempre cierto que la explicación de los efectos inerciales se deba formular exclusivamente en términos de la presencia de la materia en la teoría. Para formalizar sus ideas intuitivas al respecto, Einstein introdujo en 1918 lo que llamó «principio de Mach»,8 cuyo contenido era que para aquellas soluciones que cumpliesen dicho principio el campo gravitatorio debía quedar completamente determinado por la distribución de materia definida por el lado derecho de las ecuaciones de campo, es decir, por el tensor de energía-momento que constituiría en este caso la fuente del campo gravitatorio. De este modo Einstein tradujo las ideas originales de Mach del lenguaje de la mecánica al de la teoría de campos. 


			A continuación, Einstein continuó profundizando cada vez más en la interpretación teórica de la teoría de la relatividad general como una teoría de campos, en detrimento del enfoque mecánico de su pensamiento original. Por ello, su visión acerca de las ideas de Mach también sufrió una alteración. Después de 1920, el programa para interpretar la teoría de la relatividad general siguiendo la línea originada por la crítica filosófica de Mach a la mecánica clásica comenzó a perder relevancia en las investigaciones de Einstein. El origen de esta pérdida de interés tuvo bastante que ver con el cambio en los objetivos de su programa de investigación, que a partir de 1919 comenzó a centrarse en la búsqueda de una teoría unificada de la gravedad y el electromagnetismo. Durante su trabajo sobre la teoría del campo unificado, Einstein cambió significativamente su convencimiento inicial de que la materia desempeñaría el papel primordial y el concepto de espaciotiempo tendría un papel secundario. 


			No obstante, el problema en torno al principio de Mach continuó abierto debido a que había empezado a estar muy relacionado con las ideas cosmológicas de Einstein, que coincidían de forma significativa con las de sus coetáneos. De hecho, entre 1917 y 1930, el tema de debate predominante giraba en torno a la pregunta de cuál de los modelos de universo estático representaba mejor la realidad. En aquel momento, la posibilidad de un universo en expansión apuntada por Alexander Friedmann9 en 1922 y por Georges Henri Lemaître10 en 1927 seguía en gran medida fuera de las posibilidades de observación de la cosmología. De cualquier manera, el terreno había quedado preparado para decidir acerca del principio de Mach sobre la base de las observaciones astronómicas. 


			Finalmente, el veredicto surgió de la acumulación de pruebas astronómicas a favor de un universo en expansión, para lo cual constituyó una prueba decisiva el artículo publicado en 1929 por Hubble,11 que trabajaba en el observatorio Monte Wilson. Einstein recibió la noticia acerca de estos resultados a comienzos de 1931, en el curso de una estancia de investigación en el Instituto de Tecnología de California. Nada más regresar a Berlín, Einstein publicó un trabajo acerca del problema cosmológico en el que afirmaba que los resultados de Hubble hacían insostenible su suposición sobre la existencia de un universo estático.12 En su lugar, sostenía, los resultados se explicaban fácilmente utilizando las soluciones dinámicas de la ecuación de campo original. Asimismo, estos resultados acabaron, al menos de forma temporal, con la constante cosmológica y con el principio de Mach. En una carta de 1954 a Felix Pirani, Einstein escribió: «Desde mi punto de vista, en ningún modo habría que seguir utilizando el principio de Mach, ya que proviene de la época en la que se pensaba que los “objetos ponderables” eran las únicas entidades físicas reales, lo que hacía necesario prescindir de todos los elementos de la teoría que no quedasen completamente determinados por dichos objetos (soy muy consciente de que yo mismo estaba bajo la influencia de esta idée fixe).13 En un apéndice de la edición de 1954 de Sobre la teoría de la relatividad especial y general, Einstein trata nuevamente los asuntos de la relatividad y el espacio, exponiendo sus puntos de vista definitivos en un lenguaje accesible al profano. 
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			Einstein se sorprende: después de todo su universo «estático» está en expansión.  


			 


			DE LOS ENIGMAS DE LA SOLUCIÓN DE SCHWARZSCHILD A LOS AGUJEROS NEGROS 


			 


			El análisis relativo al razonamiento heurístico sobre las ideas de Mach también se puede realizar en el caso de otros razonamientos informales de Einstein en su camino hacia la teoría general de la relatividad. En estos otros casos también fue necesario hacer una revisión y reinterpretación de las ideas, lo cual es un proceso que ha caracterizado a la relatividad general hasta el presente. Un ejemplo famoso es el campo gravitatorio creado por una única fuente, como el caso de una estrella en relatividad general. Ya en el invierno de 1915-1916 Karl Schwarzschild había obtenido una de las escasas soluciones exactas de la relatividad general que cubría un caso que Einstein había estudiado con anterioridad únicamente a través de aproximaciones.14 


			Aunque el trabajo de Schwarzschild sobre las soluciones exactas proporcionó la base teórica para dos de las tres pruebas experimentales clásicas de la relatividad general (el avance del perihelio de Mercurio y la desviación de los rayos de luz) algunos aspectos de su interpretación se mantuvieron controvertidos durante más de medio siglo después de su formulación. Uno de esos aspectos que permanecían en la oscuridad era la interpretación física del conocido como «radio de Schwarzschild». Inicialmente el significado parecía ser el de una singularidad de la solución que surgía cuando la masa de un objeto se concentra dentro de una esfera del citado radio. Al enfrentarse por primera vez con este problema en 1922, Einstein estaba convencido de que este radio representaba una mera idealización matemática debido a que se trataba de un límite físicamente inalcanzable.15 En 1939 llegó incluso a publicar un cálculo que supuestamente demostraba que una situación físicamente tan extraña era imposible en la naturaleza.16 Sólo el trabajo coordinado de numerosos físicos, astrónomos y matemáticos en los años siguientes permitió relacionar el estudio de la solución de Schwarzschild con una comprensión detallada del proceso de colapso estelar. Como resultado de este trabajo fue posible constatar que nuestro universo no sólo está en expansión sino que también contiene objetos de una naturaleza tan apocalíptica como los agujeros negros. 
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			No traspasen este límite. Un agujero negro acecha tras él. 


			 


			LA RELATIVIDAD GENERAL: DE LA MAREA BAJA A LA MAREA ALTA 


			 


			Justo después de su descubrimiento, la teoría general de la relatividad se convirtió en un referente de la cooperación internacional en el ámbito de la ciencia en una época marcada por la división originada por la Gran Guerra. La confirmación de la curvatura de los rayos de luz por parte de la expedición de Eddington fue la culminación de este espíritu de colaboración. Posteriormente, el esfuerzo investigador dedicado a la teoría decreció, lo que en parte se debió al gran interés suscitado por el ascenso de la teoría cuántica. La segunda guerra mundial desvió la atención de los físicos todavía más lejos de lo que parecían ser consecuencias esotéricas surgidas al seguir una interpretación racional de la teoría de Einstein. Además, la guerra dividió al mundo de la ciencia de una forma todavía más radical, destruyendo las vidas y las carreras profesionales de muchas personas que de otro modo podrían haber contribuido a desarrollar más la teoría de Einstein. Así pues, en cierto sentido la teoría de la relatividad quedó relegada a un segundo plano, siendo considerada algo irrelevante dentro de las corrientes principales de la física y limitada a explicar correcciones menores a la, por otra parte, bien establecida teoría de Newton. El historiador de la ciencia Jean Eisenstaedt ha denominado con acierto a esta fase «el periodo de marea baja»17 de la relatividad general. Naturalmente, algunos científicos lograron avances significativos, pero éstos cayeron rápidamente en el olvido. El verdadero resurgir de la relatividad general tuvo lugar ya después de la segunda guerra mundial y pronto fue apuntalado por nuevos descubrimientos astronómicos. En los albores de este renacimiento, John Synge proporcionó en el prólogo de su libro de texto publicado en 1960 una descripción del lugar que ocupaba la relatividad general, un lugar que tenía ciertos tintes esotéricos: 


			 


			De todos los físicos, el relativista es el que tiene un menor número de compromisos sociales. Él es el gran especialista en la teoría de la gravedad, y la gravedad es socialmente relevante, pero nunca es consultado a la hora de construir una torre, un puente, un barco o un avión, e incluso los astronautas pueden prescindir de él, a no ser que se pregunten acerca de la naturaleza del éter a través del cual viajan las señales que emiten. Preocuparse por los pequeños detalles en una torre de marfil no figura entre los intereses de todo el mundo y sin duda muchos relativistas aguardan con fervor el día en que los gobiernos les consulten acerca de asuntos importantes. Pero ¿qué quiere decir «importante»? La ciencia tiene un doble objetivo: comprender la naturaleza y conquistarla, si bien en la vida intelectual del hombre la comprensión es lo más importante. Así pues, dejemos al relativista que disfrute en la torre de marfil, donde tiene la tranquilidad para intentar entender la teoría de Einstein mientras que el resto del mundo se ocupa de sus quehaceres sin su cooperación.18
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			Todo lo que Einstein necesitó para comprender el universo fue una pizarra y una tiza. 



			 


			La situación idílica del relativista que Synge describía estaba a punto de cambiar. En la actualidad la relatividad general es parte de nuestra vida cotidiana: la tecnología GPS de navegación por satélite no funcionaría si no se tuviesen en cuenta tanto las implicaciones de la relatividad especial como de la relatividad general. La percepción de la relevancia de la relatividad general cambió definitivamente en la década de los sesenta del pasado siglo con el descubrimiento de los cuásares y del fondo cósmico de microondas, cuya comprensión no es posible sin la teoría de Einstein. De repente, los focos volvían a ponerse en la relatividad general, y sus abstrusas construcciones matemáticas resultaron ser herramientas imprescindibles para explicar un universo más dinámico, interesante y diverso de lo que el Universo estático de Einstein sugería. 


			Incluso en la actualidad, la complejidad matemática de la teoría, la exploración de sus consecuencias astronómicas y su interpretación física son fuente de nuevos problemas y nuevas expectativas. Existen observaciones astronómicas que suponen una confirmación indirecta de las ondas gravitatorias predichas por la teoría, pero aún no ha sido posible confirmar su presencia gracias a mediciones directas.* Su detección abrirá una nueva ventana al universo. Los esfuerzos para conseguir estas mediciones han convertido definitivamente a la relatividad general en un gran proyecto científico moderno, produciendo un aluvión de nuevos resultados. Entretanto, la relación entre la relatividad general y la gran teoría hermana de la física moderna (la física cuántica) se ha convertido en un objeto de investigación central para los físicos teóricos del mundo entero. Sin embargo, esta relación sigue provocando el mismo desafío que cuando Einstein participó en ambas revoluciones, la relativista y la cuántica.  





			
	    

	 	
	    
             


			CRONOLOGÍA DE LA GÉNESIS DE LA RELATIVIDAD GENERAL Y DE SUS AÑOS DE GESTACIÓN 


			 


			Entre 1902 y 1909 Einstein trabaja en la oficina suiza de patentes de Berlín. 


			 


			30 de junio de 1905. Einstein envía para su publicación el artículo «Sobre la electrodinámica de los cuerpos en movimiento», que es la primera formulación de la teoría especial de la relatividad. 


			 


			Julio de 1905. Henri Poincaré propone dos leyes de la atracción gravitatoria compatibles con el formalismo de la teoría especial de la relatividad y todas las observaciones astronómicas explicadas por la física newtoniana. 


			 


			27 de septiembre de 1905. Einstein envía para su publicación el artículo «¿Es la inercia de un cuerpo dependiente de su contenido energético?». En él introduce la idea de que la masa es una medida del contenido energético de un cuerpo. 


			 


			17 de mayo de 1906. Einstein envía para su publicación el artículo «El principio de conservación del movimiento del centro de gravedad y la inercia de la energía». El artículo muestra que la inercia de un cuerpo depende de su contenido energético. 


			 


			14 de mayo de 1907. Einstein envía para su publicación el artículo «Sobre la inercia de la energía que el principio de relatividad requiere». En este trabajo habla por primera vez de la «equivalencia entre masa y energía», pero las implicaciones sobre la relación entre la masa gravitatoria y la masa inercial no son estudiadas. 


			 


			5 de noviembre de 1907. Hermann Minkowski analiza las leyes de Poincaré de la gravitación e introduce su formalismo cuatridimensional del espaciotiempo. 


			 


			4 de diciembre de 1907. Einstein envía para su publicación el artículo «Sobre el principio de relatividad y las conclusiones que de él se deducen». Se trata de un review en el que analiza las implicaciones de la nueva cinemática de la relatividad especial para la gravedad e introduce el principio de equivalencia, así como sus consecuencias observacionales más inmediatas. 


			 


			24 de diciembre de 1907. Einstein escribe a su amigo Conrad Habicht comentándole que está intentando explicar el avance del perihelio del planeta Mercurio basándose en un tratamiento relativista de la ley de la gravedad pero no ha tenido éxito.  


			 


			21 de septiembre de 1908. Hermann Minkowski imparte una conferencia acerca del espaciotiempo en la que diserta sobre la compatibilidad de su formalismo cuatridimensional de la relatividad especial y la ley de la gravitación de Newton. 


			 


			Septiembre de 1909. Einstein comienza a analizar la ampliación del principio de relatividad a los sistemas de rotación uniformes. 


			 


			15 de octubre de 1905. Einstein comienza a desempeñar su labor de catedrático extraordinario de la Universidad de Zúrich. 


			 


			1910. Einstein adopta el formalismo cuatridimensional como el punto de partida fundamental para la extensión de la teoría especial de la relatividad. 


			 


			1 de abril de 1911. Einstein comienza a desempeñar su labor de catedrático de la sección alemana de la Universidad de Praga. 


			 


			1911. Max von Laue descubre que el comportamiento inercial de un sistema físico extenso en la relatividad especial debe ser descrito por el tensor de energía-momento que posteriormente tendrá un papel esencial como fuente del campo gravitatorio. 


			 


			21 de junio de 1911. Einstein envía para su publicación el artículo «Sobre la influencia de la gravedad en la propagación de la luz». En él predice que la desviación gravitatoria de los rayos de luz en las proximidades del Sol se podría medir a través de observaciones astronómicas. 


			 


			14 de diciembre de 1911. Max Abraham envía para su publicación el primero de una serie de artículos en los que desarrolla una teoría de la fuerza gravitatoria utilizando el formalismo cuatridimensional de Minkowski. 


			 


			15 de febrero de 1912. Max Abraham responde a la crítica de Einstein que había señalado que su teoría no era compatible con el formalismo de Minkowski. Para ello introduce un elemento de línea infinitesimal con una métrica variable pero no realiza ninguna aportación adicional sobre dicho elemento. 


			 


			26 de febrero de 1912. Einstein envía para su publicación el artículo «La velocidad de la luz y el aspecto estático del campo gravitatorio». En él presenta una teoría del campo gravitatorio estático basada en la ley de la gravedad de Newton y que incorpora el principio de equivalencia. En este punto Einstein ya debe haber llegado a la conclusión de que una teoría completa de la gravedad tiene que ir más allá de una teoría escalar y del marco de la geometría euclidiana. 


			 


			23 de marzo de 1912. Einstein envía para su publicación el artículo «Sobre el campo gravitatorio estático». En él corrige su teoría anterior porque no cumplía con el principio de conservación del momento. Tras percatarse de que el campo gravitatorio puede actuar como su propia fuente, altera la ecuación de campo presentada con anterioridad para reflejar este hecho. 


			 


			15-22 de abril de 1912. Einstein visita al astrónomo Erwin Freundlich en Berlín para analizar con él las posibilidades de observar la desviación de los rayos de luz durante, por ejemplo, un eclipse solar. También hablan del desplazamiento gravitatorio hacia el rojo así como de la idea de las lentes gravitatorias, que Einstein no publicará hasta veinticuatro años después. 


			 


			23 de mayo de 1912. Einstein envía para su publicación una adenda a su artículo anterior sobre el campo gravitatorio estático en la que reformula la ecuación del movimiento en un campo gravitatorio con la ayuda de un principio variacional. Al final de la adenda afirma que esta reformulación proporciona una idea de la forma que la ecuación de campo general debe adoptar, indicando de este modo el papel que el elemento de línea tiene en la relatividad general. 


			 


			Julio de 1912. Einstein publica el artículo «¿Existe un fenómeno gravitatorio análogo a la inducción electromagnética?». En él aclara que las ideas de Mach y la analogía con el electromagnetismo son guías importantes en su búsqueda de una teoría relativista del campo gravitarorio. 


			 


			25 de julio de 1912. Einstein se traslada a Zúrich para tomar posesión de una plaza de catedrático en la Escuela Politécnica Federal de Zúrich. 


			 


			Agosto de 1912. Einstein encuentra la expresión de la ecuación general del movimiento en un campo gravitatorio. 


			 


			Verano de 1912 a primavera de 1913. Einstein, con la ayuda de Grossmann, se entrega al estudio de la geometría riemanniana para tratar de hallar una ecuación de campo para la gravitación. El famoso cuaderno de Zúrich constituye el reflejo documental de este estudio. 


			 


			20 de octubre de 1912. Gunnar Nordström publica una nueva teoría relativista de la gravedad dentro del marco de la relatividad especial. 


			 


			1913, con anterioridad al 28 de mayo. Einstein y Grossmann completan el «Esquema de una teoría generalizada de la relatividad y una teoría de la gravitación» (la Teoría Entwurf). La teoría no es completamente covariante si bien Einstein termina por convencerse de que esto no se va a poder evitar.  


			 


			Mayo de 1913. Con la ayuda de Michele Besso, Einstein calcula el valor del avance del perihelio del planeta Mercurio utilizando la Teoría Entwurf, obteniendo un valor que es aproximadamente la mitad del valor correcto. 


			 


			1913, después de agosto. Siguiendo una sugerencia de Michele Besso, Einstein desarrolla el «argumento del agujero», que aparentemente excluye la posibilidad de la existencia de teorías completamente covariantes de la gravedad. 


			 


			23 de septiembre de 1913. Einstein imparte una conferencia en Viena acerca del «Estado presente del problema de la gravedad». En ella califica a la teoría gravitatoria de Nordström, basada en la teoría especial de la relatividad, como la «única teoría entre las competidoras a la suya propia que es viable». 


			 


			Diciembre de 1913. En una carta a Ernst Mach, Einstein sugiere que la crítica del primero al concepto newtoniano de espacio absoluto es el mayor punto de apoyo a su propia teoría. 


			 


			30 de enero de 1914. Einstein considera el «argumento del agujero» un argumento adicional para apoyar a la Teoría Entwurf. 


			 


			19 de febrero de 1914. Einstein publica conjuntamente con A.D. Fokker el trabajo titulado «La teoría de la gravedad de Nordström desde el punto de vista del cálculo diferencial absoluto». 


			 


			29 de marzo de 1914. Einstein llega a Berlín para tomar posesión de su plaza en la Real Academia Prusiana de Ciencias. 


			 


			29 de mayo de 1914. Berlín. Einstein publica junto con Grossmann el trabajo «Propiedades de covariancia de las ecuaciones de campo de la teoría de la gravedad basada en la teoría generalizada de la relatividad», en el que introduce un principio variacional para la Teoría Entwurf. 


			 


			29 de octubre de 1914. Berlín. Einstein envía para su publicación el artículo «El fundamento formal de la teoría de la relatividad general», donde trata de rematar la validez de la relatividad general basada en la Teoría Entwurf. Einstein pronto lamentará las conclusiones expuestas en este trabajo. 


			 


			28 de junio-8 de julio de 1915. Gotinga. Einstein imparte varias conferencias acerca de la relatividad general. 


			 


			4 de noviembre de 1915. Einstein abandona la Teoría Entwurf y envía para su publicación el primero de una serie de artículos cuyo título es «Sobre la teoría general de la relatividad». En este trabajo vuelve nuevamente a una teoría de la gravedad basada en el tensor de Riemann, aunque sin conseguir la covariancia general. 


			 


			11 de noviembre de 1915. Einstein envía para su publicación el artículo «Sobre la teoría general de la relatividad (adenda)». Este artículo presenta una reinterpretación de sus resultados anteriores e introduce la hipótesis de que toda la materia posee un origen electromagnético. 


			 


			18 de noviembre de 1915. Einstein envía para su publicación el artículo «Explicación del avance del perihelio del planeta Mercurio a partir de la teoría general de la relatividad», en el que muestra cómo un cálculo basado en la nueva teoría proporciona el resultado correcto. 


			 


			25 de noviembre de 1915. Einstein envía para su publicación el artículo «Las ecuaciones de campo de la gravitación», en el que presenta la versión definitiva de la relatividad general. 


			 


			22 de diciembre de 1915. Karl Schwarzschild comunica a Einstein la obtención de la primera solución exacta de la relatividad general que describe un campo gravitatorio esféricamente simétrico en el vacío. 


			 


			26 de diciembre de 1915. En una carta a Paul Ehrenfest, Einstein aporta el primer resumen estructurado de su nueva teoría que había sido presentada en los cuatro artículos de noviembre. 


			 


			24 de febrero de 1916. Einstein envía a la academia el segundo artículo de Schwarzschild, en el que se describe el campo gravitatorio interior de una esfera de fluido con densidad de energía uniforme. En este trabajo aparece por primera vez la cantidad conocida como «radio de Schwarzschild» que, décadas después, tendrá un importante papel en la teoría de agujeros negros. 


			 


			20 de marzo de 1916. Einstein envía para su publicación el artículo «El fundamento de la teoría de la relatividad general». Un apéndice inédito aborda la formulación de la teoría a partir de un principio variacional. 


			 


			22 de junio de 1916. Einstein presenta su artículo «Integración aproximada de las ecuaciones de campo de la gravitación», que es el primer artículo en el que se apunta la posibilidad de la existencia de las ondas gravitatorias. 


			 


			26 de octubre de 1916. Einstein publica, con el título de «El principio de Hamilton y la teoría de la relatividad general», una versión ligeramente modificada del apéndice al «Fundamento de la teoría general de la relatividad» que no había sido publicado. 


			 


			Diciembre de 1916. Einstein finaliza su obra de divulgación «Sobre la teoría de la relatividad especial y general». 


			 


			8 de febrero de 1917. Einstein envía para su publicación el artículo «Consideraciones cosmológicas acerca de la teoría general de la relatividad», en el que introduce la constante cosmológica para poder garantizar la existencia de un universo estático compatible con la idea de Mach. Dicha idea afirma que la inercia se debe a la masa de los objetos cósmicos.  


			 


			31 de enero de 1918. Einstein envía para su publicación el artículo «Sobre las ondas gravitatorias». 


			 


			6 de marzo de 1918. Einstein envía para su publicación el artículo «Sobre los fundamentos de la teoría general de la relatividad», donde introduce de manera explícita el principio de Mach como criterio de validez para las soluciones admisibles de la relatividad general. También manifiesta su acuerdo con Erich Justus Kretschmann, quien en 1917 argumentó que toda teoría físicamente aceptable debe poder ser expresada de forma completamente covariante. 


			 


			22 de septiembre de 1919. Einstein es informado de la confirmación experimental de la desviación de los rayos de luz debida al Sol, que fue observada durante un eclipse solar. 


			 


			2 de abril al 30 de mayo de 1921. Einstein imparte un ciclo de conferencias en la Universidad de Princeton cuyo contenido es posteriormente editado como obra de divulgación titulada El significado de la relatividad. 


			 


			9 de noviembre de 1922. Einstein es informado de que va a ser galardonado con el Premio Nobel de Física de 1921.* 


			 


			Septiembre de 1922. Alexander Friedmann publica una solución dinámica de las ecuaciones de campo que recibe críticas por parte de Einstein, críticas de las que posteriormente se retractó. 


			 


			Abril de 1927. Geoges Lemaître publica un artículo en el que presenta una solución de la relatividad general que describe un universo en expansión. 


			 


			Enero de 1929. Edwin Hubble publica un artículo acerca de sus observaciones astronómicas que sugieren que el universo está en expansión. 


			 




			 


			1929. Comienza un intercambio epistolar entre Einstein y Elie Cartan en el que, entre otros temas, se aborda una reformulación matemática de la relatividad general en el contexto de sus generalizaciones. 


			 


			16 de abril de 1931. Einstein publica un artículo acerca del problema cosmológico, en el que afirma que los resultados de Hubble hacen imposible su suposición anterior sobre la existencia de un universo estático. 


			 


			Marzo de 1932. En un artículo conjunto con Willem de Sitter Einstein desecha la constante cosmológica. 


			
	    

	 	
	    
             


			FÍSICOS, MATEMÁTICOS Y FILÓSOFOS RELEVANTES PARA EL PENSAMIENTO DE EINSTEIN 


			 


			Abraham, Max (1875–1922) 
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			Fotografía: Estado de la Baja Sajonia y biblioteca de la Universidad de Gotinga 


			 


			El físico teórico Max Abraham trabajó predominantemente en la teoría de Maxwell de la electricidad. En 1902 desarrolló una teoría de la electrodinámica en la que aplicó las ecuaciones diferenciales de Maxwell del campo electromagnético a la dinámica del electrón. La teoría de Abraham se basaba en la suposición de un éter en el cual se desarrollaban los fenómenos electromagnéticos, al contrario de lo que sucedía en la teoría especial de la relatividad de Einstein publicada en 1905. En años posteriores, ambos polemizaron en aspectos fundamentales. Abraham dominaba los tecnicismos matemáticos y entendió la teoría de Einstein en su totalidad, pero se negó a aceptarla debido a que iba contra sus propias suposiciones físicas acerca de la naturaleza del éter y el electrón. Abraham fue también el primero en utilizar el formalismo de Minkowski para desarrollar una teoría del campo gravitatorio, lo cual originó otra disputa con Einstein. 


			 


			Bernays, Paul (1888–1977) 
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			Fotografía: Archivo de imágenes de la biblioteca de la Escuela Politécnica Federal de Zúrich (ETH) 


			 


			El matemático suizo Paul Bernays fue profesor de Análisis en la Universidad de Zúrich de 1912 a 1919. Después impartió sus clases en la Universidad de Gotinga hasta 1933. Contribuyó al desarrollo de la lógica matemática y proposicional, la teoría de conjuntos axiomática y los fundamentos de las matemáticas. En 1914 propuso a Einstein y Grossmann la utilización del cálculo variacional en la formulación de la teoría de la relatividad. Durante su época en Gotinga, Bernays colaboró con Hilbert en su programa científico para la axiomatización de las matemáticas. 


			 


			Besso, Michele (1873–1955) 
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			Fotografía cortesía de la familia de Besso, Lausana, Suiza 


			 


			Einstein conoció a Michele Besso, un ingeniero mecánico, el año 1896 en Zúrich, cuando éste llevaba poco tiempo como alumno en la Escuela Politécnica Superior Federal. Ambos se convirtieron en amigos de por vida e incluso fueron compañeros de trabajo en la Oficina Suiza de Patentes de Berna. Besso tuvo un papel de oyente interesado, capaz de plantear preguntas que servían de estímulo intelectual a Einstein. Su influencia en este proceso fue tan importante que fue la única persona a la que Einstein expresó su agradecimiento en el artículo en el que presentaba la teoría especial de la relatividad. 


			 


			Born, Max (1882–1970) 
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			Fotografía cortesía del archivo de la Sociedad Max Planck, Berlín-Dahlem 


			 


			Max Born fue uno de los fundadores de la física cuántica moderna. Estudió física y matemáticas en diferentes universidades. Entre sus profesores en Gotinga figuraba Hermann Minkowski, que le introdujo en los campos de la electrodinámica y de la teoría especial de la relatividad. Las primeras publicaciones de Born, entre 1909 y 1914, estaban dedicadas a la teoría del electrón, teoría de la relatividad, física de la materia cristalina y la teoría cuántica de Einstein sobre el calor específico. En los años siguientes su trabajo se concentró en la física atómica y los desarrollos matemáticos de la física cuántica. En 1915, Born fue nombrado catedrático de Física Teórica en la Universidad de Berlín, donde entabló una estrecha amistad con Einstein. Posteriormente enseñó en Frankfurt y a partir de 1921 en Gotinga, donde creó un grupo de investigación que en 1925 sentó las bases de la mecánica cuántica. En 1933 Born fue obligado a emigrar y se trasladó a Gran Bretaña. 


			 


			Christoffel, Elwin Bruno (1829–1900) 
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			Fotografía cortesía de la Sociedad Matemática de Hamburgo 


			 


			El matemático alemán Elwin Christoffel contribuyó con numerosos trabajos al desarrollo de la teoría de superficies curvas de Bernhard Riemann (geometría riemanniana). En 1982 introdujo la notación indicial para describir la transformación de cantidades geométricas en una superficie curva. En 1901, los «símbolos de Christoffel» quedaron incorporados al cálculo diferencial absoluto de la mano de Gregorio Ricci Curbastro y Tullio Levi-Civita. En 1912, Einstein se familiarizó con este formalismo matemático de la mano de Marcel Grossmann (esto sucedió en el momento en que Einstein se hallaba trabajando en las ecuaciones de campo de su teoría de la gravedad). Sin embargo no fue hasta 1915, al considerar los símbolos de Christoffel como la representación matemática del campo gravitatorio, cuando Einstein logró formular las ecuaciones de campo de la teoría general de la relatividad.  


			 


			Eddington, Arthur Stanley (1882–1944) 
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			Fotografía: sección de documentación y fotografías de la Biblioteca del Congreso [LC-DIG-ggbain-38064n] 


			 


			El astrofísico británico Arthur Eddington fue nombrado director del Observatorio de Cambridge en 1914. Sus investigaciones se concentraron en los procesos físicos estelares sobre la emisión de radiación y la creación de energía y posteriormente en los aspectos matemáticos y cosmológicos de la relatividad general. Eddington supo de la existencia de la relatividad general a través de los artículos de Willem de Sitter y pronto comenzó a fomentar la realización de experimentos para verificar la teoría. En 1919 dirigió una expedición a la isla africana de Príncipe para observar el comportamiento de los rayos de luz bajo la influencia del campo gravitatorio del Sol durante un eclipse solar. Las observaciones de Eddington confirmaron la desviación de los rayos de luz predicha por la teoría de Einstein y en aquel momento fueron consideradas una prueba concluyente de la relatividad general. En 1979 los resultados de Eddington fueron confirmados a través de mediciones realizadas utilizando instrumental moderno.  


			 


			Ehrenfest, Paul (1880–1933) 
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			En 1912, Paul Ehrenfest fue nombrado catedrático de Física Teórica de la Universidad de Leiden, sucediendo en el puesto a Hendrik Antoon Lorentz. En los años previos, él y su mujer Tatiana Afanasieva hicieron importantes contribuciones a la mecánica estadística. En 1909 Ehrenfest puso de manifiesto mediante una paradoja que los cuerpos rígidos no eran compatibles con la teoría especial de la relatividad, lo que permitió a Einstein darse cuenta de que la geometría de un sistema de referencia en rotación no puede ser euclidiana. Ehrenfest trabajó predominantemente en la versión preliminar de la teoría cuántica y posteriormente en la mecánica cuántica. Después de su primer encuentro con Einstein en 1912, ambos coincidieron en numerosas ocasiones y aprovecharon para debatir sobre diversos problemas de física. Ehrenfest también concertó varias conversaciones notables entre Einstein y Niels Bohr acerca de la física cuántica. 


			 


			Eötvös, Lorand (1848–1919) 
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			Fotografía: © Foto Deutsches Museum 


			 


			El físico húngaro Lorand Eötvös comenzó por forjarse una reputación internacional gracias a sus estudios sobre la capilaridad, si bien la gravitación y la medición de sus efectos abarcaron la mayor parte de su carrera profesional. Para medir la atracción gravitatoria ejercida por la Tierra sobre diferentes sustancias y en diferentes lugares, Eötvös utilizó la balanza de torsión, instrumento que ya había empleado con anterioridad Henry Cavendish para determinar la atracción gravitatoria entre dos masas. Eötvös desarrolló una teoría completa sobre la balanza de torsión, mejoró su sensibilidad y diseñó nuevos métodos de medición. En particular, llevó a cabo una serie de medidas muy precisas sobre la variación de la aceleración de la gravedad para diversos cuerpos, probando la equivalencia entre la masa inercial y la masa gravitatoria. El principio de equivalencia basado en este resultado se convirtió en uno de los pilares fundamentales de la teoría de la relatividad general. 


			 


			Euler, Leonhard (1707–1783) 
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			El matemático suizo Leonhard Euler fue un miembro de la Academia de Ciencias Rusa de San Petersburgo desde 1727 hasta 1741 y de nuevo a partir de 1766. En el periodo entre esos años trabajó en la Academia Prusiana de Ciencias de Berlín. Euler hizo grandes contribuciones a casi todas las áreas de las matemáticas, tales como el análisis, el cálculo infinitesimal, la teoría de grafos, la geometría y trigonometría, el cálculo diferencial e integral, el álgebra y la teoría de números. Además, es el autor de la notación y terminología modernas que se emplea en las matemáticas. El trabajo de Euler en las matemáticas estaba muy relacionado con aplicaciones a problemas tecnológicos, astronómicos y físicos, como por ejemplo de óptica, estática e hidráulica. En particular, fue el creador del formalismo matemático de la hidrodinámica, incluyendo las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido y que fueron utilizadas por Einstein en la formulación de su teoría de la relatividad. 


			 


			Freundlich, Erwin Finlay (1885–1964) 
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			Fotografía: Archivo de J. Staude 


			 


			Erwin Freundlich era un joven ayudante en el observatorio astronómico de Berlín cuando conoció a Einstein en 1911 a través del astrónomo de Praga Leo Wenzel Pollack. Freundlich se decidió de una manera entusiasta a organizar las observaciones astronómicas que permitiesen detectar los efectos de la gravedad sobre la propagación de la luz en la forma que había sido predicha por la todavía incompleta teoría general de la relatividad. Durante un tiempo fue uno de los colaboradores más cercanos de Einstein, lo que le aisló de otros astrónomos alemanes, que eran escépticos respecto a su teoría. En 1920 él fue el valedor más importante para la creación del Instituto Einstein, un observatorio dedicado específicamente al fomento de los fundamentos empíricos de la teoría de Einstein de la gravedad dentro del campo de la astrofísica. En el curso de su carrera científica, Freundlich organizó numerosas expediciones para observar la desviación de los rayos de luz durante los eclipses solares y concentró sus investigaciones en los desplazamientos de las longitudes de onda en los espectros solares y estelares. 


			 


			Friedmann, Alexander Alexandrowitsch (1888–1925) 
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			El físico ruso Alexander Friedmann impartió su docencia en la Universidad de Perm desde 1918 hasta 1920 y posteriormente trabajó en la Academia de Ciencias de Petrogrado, en la actualidad San Petersburgo. Sus investigaciones se concentraron en meteorología teórica e hidromecánica aunque también trabajó en aspectos matemáticos y cosmológicos de la teoría general de la relatividad. En sendos artículos publicados en 1922 y 1924, Friedmann presentó un modelo de universo no estático dentro del marco de la relatividad general, prescindiendo de la constante cosmológica en las ecuaciones de campo. Si bien en un primer momento Einstein no aceptó la solución de Friedmann, porque no se encontraba en disposición de abandonar la idea del universo estático, posteriormente reconoció su validez. 


			 


			Gamow, George (1904–1968) 
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			Fotografía: AIP Emilio Segre Visual Archives, Physics Today Collection 


			 


			El físico teórico ruso George Gamow emigró a Estados Unidos en 1934 y fue nombrado catedrático de Física Teórica en la Universidad George Washinghton en Washington (Distrito de Columbia). Después de una fase inicial dedicada a la investigación de problemas en teoría cuántica y física nuclear, Gamow se ocupó de la cosmología y las aplicaciones de la física nuclear a los fenómenos astronómicos. Fue un firme defensor de la teoría del universo en expansión y contribuyó al desarrollo de la teoría del Big Bang sobre el origen del universo. Gamow escribió numerosos libros de divulgación científica.  


			 


			Gauss, Carl Friedrich (1777–1855) 
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			Carl Friedrich Gauss fue durante la mayor parte de su vida el director del observatorio astronómico de Gotinga, aunque también trabajó en un amplio elenco de campos científicos tales como las matemáticas, la geometría, la mecánica y la teoría de la refracción, contribuyendo sustancialmente en todos ellos. Gauss se ocupó particularmente de la geodesia y en 1828 publicó un libro sobre la geometría de las superficies curvas que se convirtió en un referente fundamental de la nueva disciplina de la geometría diferencial. En 1912 Einstein se percató de la analogía entre la formulación matemática de la relatividad general y la de la teoría gaussiana de curvas y superficies. Poco después, su amigo Marcel Grossmann le introdujo en los desarrollos modernos de la geometría diferencial, cuyos nuevos instrumentos permitieron a Einstein completar su teoría. 


			 


			Grossmann, Marcel (1878–1936) 
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			Fotografía tomada de la obra Proceedings of the First Marcel Grossmann Meeting on General Relativity, Trieste, 1975 (North Holland 1977). ISBN 0720407079 


			 


			Einstein y Grossmann llegaron a ser muy amigos cuando eran estudiantes en la Escuela Técnica Superior Federal de Zúrich. Grossmann estudió matemáticas y en 1907 obtuvo la cátedra de Geometría Descriptiva en la citada universidad. En los años siguientes ayudó a Einstein no sólo en su carrera científica sino también en sus actividades científicas. En 1912 Grossmann introdujo a Einstein en los avances recientes del cálculo diferencial absoluto de Riemann, Ricci-Curbastro y Levi-Civita. Juntos desarrollaron nuevas herramientas matemáticas y formularon una primera teoría generalizada de la relatividad, conocida como Teoría Entwurf. 


			 


			Hale, George Ellery (1868–1938) 
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			En un periodo en el que los astrónomos estaban más preocupados con el cálculo de las posiciones, órbitas y distancias de las estrellas que del estudio de su naturaleza física, el astrónomo norteamericano George Ellery Hale aplicó, ya durante sus años de estudiante, métodos espectroscópicos a la observación de fenómenos solares. Hale realizó grandes contribuciones que propiciaron el avance de las investigaciones astrofísicas, especialmente en el estudio de los espectros solares y los campos magnéticos creados por las manchas solares. Además fomentó la creación de observatorios astrofísicos. En 1904 fundó el observatorio de Monte Wilson, que dirigió hasta su jubilación. La autoridad científica de Hale en el campo de la astrofísica solar llevó probablemente a Einstein a la búsqueda de su consejo acerca de las posibilidades de detectar la desviación de los rayos de luz por parte del campo gravitatorio solar. 


			 


			Hertz, Heinrich Rudolf (1857–1894) 
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			El físico alemán Heinrich Hertz fue el primero en probar de manera concluyente la existencia de las ondas electromagnéticas predichas por James C. Maxwell. Hertz construyó un montaje experimental para recibir y transmitir ondas de radio de tal manera que otros mecanismos de emisión y recepción quedaban excluidos. También desarrolló una formulación de la mecánica clásica sin utilizar el concepto de fuerza. 


			 


			Hilbert, David (1862–1943) 
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			En 1895, David Hilbert fue nombrado catedrático de Matemáticas en la Universidad de Gotinga. Contribuyó sustancialmente en campos como la teoría de invariantes, la teoría algebraica de números, el análisis y la teoría de ecuaciones integrales. En torno a 1898-1899 trabajó en la fundamentación axiomática de la geometría. En 1912, durante su programa de axiomatización de toda la ciencia matemática, comenzó a trabajar también en la axiomatización de la física. En 1915 integró los resultados de Einstein en una teoría unificada de la electrodinámica y la relatividad. 


			 


			Hubble, Edwin (1889–1953) 
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			Fotografía: observatorios Hale por cortesía de los archivos visuales Emilio Segre AIP 


			 


			El astrónomo norteamericano Edwin Hubble comenzó su trabajo en 1919 en el observatorio Monte Wilson de California. En un artículo publicado en 1929, Hubble aportó observaciones que indicaban que la velocidad de alejamiento de las galaxias aumentaba de acuerdo con la distancia al observador. Al principio, Hubble no se sentía satisfecho con la conclusión de que sus observaciones implicaban un universo en expansión, algo ya sugerido por Georges Lemaître y Alexander Friedmann basándose en cálculos efectuados utilizando el formalismo de la relatividad general. Los resultados de Hubble terminaron por convencer a Einstein de desechar la constante cosmológica que había introducido en sus ecuaciones de campo para mantener un modelo de universo estático. 


			 


			Hume, David (1711–1776) 
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			David Hume fue una de las figuras más importantes de lo que se ha llamado Ilustración escocesa. Hume fue un historiador y sobre todo un filósofo. Su pensamiento se ocupó de teoría política, economía, ética, lógica y teoría del conocimiento. Según él, todas las ideas se basan en las impresiones de los sentidos, y el conocimiento es el resultado de un razonamiento experimental, organizado con datos obtenidos mediante la experiencia. Por tanto, no es posible afirmar nada acerca de algo de lo que no se posee una experiencia sensible. Sobre el pensamiento científico, Hume sostenía que las relaciones necesarias entre los hechos y las leyes científicas o relaciones causa-efecto no son sino construcciones de la mente humana resultantes de la repetición de las experiencias, y carecen de cualquier existencia metafísica. 


			 


			Kottler, Friedrich 1886–1965 
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			Fotografía: archivos visuales Emilio Segre AIP, colección Physics Today 


			 


			Friedich Kottler era catedrático de Física Matemática en la facultad de filosofía de la Universidad de Viena. Realizó importantes aportaciones para el avance de la teoría especial de la relatividad. Tomando como punto de partida los trabajos de Minkowski, Sommerfeld y Laue sobre electrodinámica en cuatro dimensiones, Kottler fue el primero en expresar en 1912 las ecuaciones de Maxwell en un sistema de coordenadas arbitrario, utilizando para ello el cálculo diferencial absoluto de Ricci-Curbastro y Levi-Civita. No obstante, no llegó a establecer ninguna relación entre este resultado y el problema de la gravitación. Posteriormente, Einstein utilizó el trabajo de Kottler en el desarrollo de la relatividad general. Tras emigrar a Estados Unidos en 1939, Kottler trabajó durante muchos años como químico en Eastman Kodak. En 1956 regresó a Austria, donde reclamó su cátedra en la universidad. 


			 


			Kretschmann, Erich Justus (1887–1973) 
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			Fotografía: archivo de la Universidad de Halle, Rep. 40/I, K 62 


			 


			El físico alemán Erich Kretschmann estudió bajo la supervisión de Max Planck y Heinrich Rubens en la Universidad de Berlín, donde se doctoró en 1914. Obtuvo una plaza de profesor de enseñanza secundaria y posteriormente una cátedra de Física Teórica en Königsberg y Halle. En 1917 publicó un artículo sobre la teoría de la relatividad general de Einstein en el que argumentaba que el principio de covariancia general no tenía un contenido físico, tratándose únicamente de un requisito matemático. Esta propuesta generó un debate con Einstein acerca del significado del principio de relatividad general. 


			 


			Lemaître, Georges (1894–1966) 
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			Además de estudios de teología, el sacerdote católico belga Georges Lemaître llevó a cabo investigaciones en astrofísica, cosmología y matemáticas. En 1927 fue nombrado catedrático de Física de la Universidad de Lovaina. Ya en 1925, Lemaître trabajó en las aplicaciones de la relatividad general de Einstein a la cosmología y en 1927 publicó un artículo fundamental en el que resolvía las ecuaciones del campo gravitatorio sin tener en cuenta la constante cosmológica. Su conclusión fue que el universo está en expansión, coincidiendo así con el resultado de Friedmann algunos años antes. Lemaître consiguió demostrar la ley de Hubble que proporciona la velocidad de separación de las galaxias respecto a un observador antes que el propio Hubble. Einstein y Lemaître debatieron sobre la teoría de la relatividad general en diversas ocasiones, si bien Einstein sólo aceptó sus consecuencias cosmológicas en 1931, después de tener conocimiento de los resultados de Hubble. 


			 


			Levi–Civita, Tullio  (1873–1941) 
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			El matemático italiano Tullio Levi-Civita enseñó en las universidades de Pavía, Padua y finalmente Roma. Publicó numerosos trabajos en matemática pura y aplicada, concentrándose de manera particular en la mecánica analítica, la mecánica celeste, la hidrodinámica, la elasticidad, el electromagnetismo y la física atómica. En torno a 1899-1900, Levi-Civita y su profesor, Ricci-Curbastro, escribieron un tratado fundamental sobre el cálculo diferencial absoluto y sus aplicaciones para expresar las leyes físicas y geométricas en espacios euclidianos y no euclidianos. Posteriormente, Einstein y Grossmann utilizaron y desarrollaron estas nuevas herramientas matemáticas en la formulación de la teoría general de la relatividad. Durante los años 1915-1917, Einstein y Levi-Civita intercambiaron correspondencia acerca de los problemas matemáticos de la teoría. 


			 


			Lorentz, Hendrik Antoon (1853–1928) 
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			El astrofísico holandés Hendrik Antoon Lorentz fue nombrado catedrático de la Universidad de Leiden en 1877. Sus contribuciones más influyentes estaban relacionadas con la teoría de la luz y el electromagnetismo, así como la teoría del electrón. A partir de la teoría electromagnética de Maxwell, Lorentz desarrolló su teoría del electrón y una electrodinámica de los cuerpos en movimiento basada en la suposición de un éter estacionario. La electrodinámica de Lorentz constituyó el fundamento de la teoría especial de la relatividad de Einstein, que, no obstante, prescindió del éter. Lorentz reconoció la consistencia de la teoría de Einstein, realizando importantes aportaciones a la misma, si bien continuó mostrándose a favor de la existencia el éter. En años posteriores, Lorentz también contribuyó al desarrollo de la teoría de la relatividad general. 


			 


			Mach, Ernst (1838–1916) 
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			El físico y filósofo austriaco Ernst Mach fue nombrado catedrático de Física en la Universidad de Praga en 1868 y catedrático de Filosofía e Historia de la Ciencia en la Universidad de Viena en 1895. Sus investigaciones físicas se ocuparon de problemas de óptica (efecto Doppler) y acústica (ondas de sonido). En relación con esto, Mach también estudió la fisiología y la psicología de la percepción sensorial, llegando a publicar sus estudios en un libro aparecido en 1886. Debido a estos estudios, Mach comenzó a cuestionar los puntos de vista mecanicistas y atomistas que prevalecían en la época, reemplazándolos por una teoría empírica del conocimiento formulada por él mismo y que ejerció una influencia considerable en el positivismo lógico del siglo XX. De manera particular, la crítica de Mach del concepto newtoniano de espacio absoluto, detallada en un libro que publicó en 1883 sobre la historia de la mecánica, tuvo un papel destacado en las reflexiones que condujeron a Einstein a la teoría de la relatividad general.  


			 


			Maxwell, James Clerk (1831–1879) 
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			Además de por sus contribuciones a la óptica geométrica, la teoría cinética de los gases, la termodinámica y otros campos de la física teórica y experimental, el físico británico James Clerk Maxwell es más conocido por sus investigaciones en electromagnetismo. Durante los años 1860-1862 desarrolló una primera formulación de un conjunto de ecuaciones que describen los fenómenos ópticos y electromagnéticos en términos del campo electromagnético y propuso además la hipótesis de que la propia luz está constituida por ondas electromagnéticas. Las ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético constituyeron el punto de partida de la teoría especial de la relatividad de Einstein. 


			 


			Mie, Gustav (1869–1957) 
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			Fotografía: Archivo Leopoldina 02/06/64/70, MM 3412 


			 


			El físico alemán Gustav Mie fue nombrado catedrático de la Universidad de Greifswald en 1902, y posteriormente ejerció la enseñanza en las universidades de Halle y Friburgo. Además de sus contribuciones al estudio de los fenómenos ópticos en los coloides, al análisis de los compuestos orgánicos a través de los rayos X y al electromagnetismo, el trabajo más influyente de Mie fue su teoría sobre la materia publicada en 1912. Esta teoría es una generalización no lineal de la electrodinámica de Maxwell en el marco de la relatividad especial, con la idea de explicar la existencia de las partículas materiales en términos de las propiedades del campo. Mie también trató de incluir la gravedad en su teoría electrodinámica, intento que fue retomado posteriormente por Hilbert. 


			 


			Minkowski, Hermann (1864–1909) 
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			Hermann Minkowski fue catedrático de Matemáticas en la Escuela Técnica Superior Federal de Zúrich desde 1896 hasta 1902 y posteriormente en la Universidad de Gotinga. Durante sus estudios en Zúrich, Einstein asistió a muchos de los cursos impartidos por Minkowski. Éste creó y desarrolló la geometría de los números, que es un método geométrico para resolver problemas en teoría de números. Además aplicó este método a la física matemática y la teoría de la relatividad. En 1907 mostró que era posible interpretar geométricamente la teoría especial de la relatividad como un espaciotiempo de cuatro dimensiones. Esta formulación geométrica de la teoría especial constituyó la base para la formulación de Einstein de la teoría general de la relatividad. 


			 


			Nernst, Walther  (1864–1941) 
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			En 1905 Walther Nernst fue nombrado catedrático de Química-Física en la Universidad de Berlín y dirigió además institutos de investigación sobre química-física y física aplicada. Sus trabajos sobre electroquímica, química del estado sólido, fotoquímica y termodinámica de los gases contribuyeron a afianzar la disciplina de la química-física. En 1905 enunció la denominada «tercera ley de la termodinámica». Los experimentos dedicados a la confirmación de esta ley también confirmaron las predicciones teóricas de Einstein acerca del calor específico de los sólidos. Nernst fue un gran gestor de los recursos dedicados a la investigación científica y fundó diversas instituciones científicas. Como miembro de la Real Academia de Ciencias de Prusia tuvo un papel destacado en la elección de Einstein para esta institución y su posterior traslado a Berlín.  


			 


			Noether, Emmy (1882–1935) 
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			La matemática alemana Emmy Noether está considerada una de las fundadoras del álgebra moderna. Antes de obtener una cátedra en la Universida de Gotinga en 1922 se vio obligada a superar los prejuicios y la oposición al derecho de las mujeres a estudiar y dedicarse a una profesión académica. En el momento de obtener el citado puesto, Noether ya había realizado aportaciones significativas a la teoría de los invariantes algebraicos, como es el caso del conocido como «teorema de Noether», que proporciona una demostración matemática general acerca de la existencia de leyes de conservación, que también se aplica al caso de la teoría general de la relatividad de Einstein. En los años siguientes, Noether contribuyó a la topología y a otros campos de las matemáticas, siendo su aportación más importante la creación y el desarrollo del nuevo campo del álgebra abstracta.  


			 


			Nordström, Gunnar (1881–1923) 
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			El físico teórico finlandés Gunnar Nordström consiguió una plaza de profesor titular en la Universidad de Helsinki en 1910 y posteriormente obtuvo una cátedra en la universidad técnica de la misma ciudad. Siendo estudiante, ya había escrito sobre la formulación de Minkowski de la electrodinámica y sobre la teoría de la relatividad. En 1912 formuló una teoría especial de la relatividad que incluía la gravitación, publicando numerosos libros sobre ella en los años siguientes. El propio Nordström tuvo ocasión de debatir con Einstein sobre esta teoría en numerosas ocasiones, por ejemplo en Zúrich en 1913. Más adelante, Nordström investigó sobre la radiactividad así como sobre la teoría de la electricidad y la termodinámica. 


			 


			Ricci–Curbastro, Gregorio  (1853–1925) 
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			El matemático italiano Gregorio Ricci-Curbastro comenzó a ejercer la enseñanza en la Universidad de Padua en 1880, donde permaneció durante cuarenta años. Publicó trabajos en álgebra superior, análisis infinitesimal y teoría de números reales, pero es más conocido por la invención del cálculo diferencial absoluto, un cálculo en el cual las fórmulas y los resultados son independientes del sistema de coordenadas utilizadas. En 1900, Ricci-Curbastro publicó, junto con su alumno Levi-Civita, una obra completa sobre el cálculo diferencial absoluto y sus aplicaciones, presentando las aplicaciones a la geometría y al estudio de variedades riemannianas como casos particulares. En 1912 Grossmann se dio cuenta de que el lenguaje del cálculo diferencial absoluto podría ser el adecuado para formular la teoría de Einstein de la relatividad general. 


			 


			Riemann, Bernhard (1826–1866) 
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			El matemático alemán Bernhard Riemann comenzó sus estudios de doctorado en matemáticas bajo la supervisión de Carl Friedrich Gauss y con el tiempo llegaría a ocupar su cátedra. Hizo contribuciones de gran calado en análisis, teoría de números y geometría diferencial. En 1854 extendió la geometría diferencial de Gauss, que trataba de las superficies curvas en un espacio de dimensión 3, al caso de las superficies curvas en dimensión arbitraria, conociéndose esta nueva geometría diferencial como geometría riemanniana. De este modo quedaba establecido el marco para el desarrollo de la teoría general de la relatividad de Einstein. Para caracterizar estas superficies curvas en dimensión arbitraria introdujo el tensor de curvatura, que después fue un instrumento matemático muy importante en la relatividad general.  


			 


			Schlick, Moritz (1882–1936) 
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			El filósofo alemán Moritz Schlick fue el fundador del Círculo de Viena. Tras concluir sus estudios de física, volvió su atención a la filosofía, ocupándose de problemas de ética, epistemología y filosofía de la ciencia. En 1922 fue nombrado catedrático en la Universidad de Viena, sucediendo a Ernst Mach. En 1915 Schlick ya había publicado un artículo acerca de las implicaciones filosóficas de la teoría de la relatividad en el que analizaba las aclaraciones de Einstein al concepto de acción a distancia. En un libro posterior sobre los conceptos de espacio y tiempo en la física contemporánea, Schlick explicó la adopción de Einstein de su teoría de la geometría no euclidiana. En 1918 publicó una extensa obra acerca de la teoría del conocimiento en la que argumentaba que la realidad física está caracterizada por coincidencias espaciotemporales, una idea que fue el instrumento para superar el fatídico «argumento del agujero» de Einstein. 


			 


			Schwarzschild, Karl (1873–1916) 
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			Fotografía: Instituto de Astrofísica Leibnitz, Potsdam (AIP) 


			 


			El astrofísico alemán Karl Schwarzschild fue catedrático de Astronomía de la Universidad de Gotinga y director de su observatorio desde 1901 hasta 1909. Posteriormente ocupó el puesto de director del observatorio astrofísico de Potsdam. En sus primeros años, el trabajo de Schwarzschild se centró en la mecánica celeste y la fotometría estelar, siendo el primero en utilizar la fotografía en las observaciones astronómicas. Después se ocupó de problemas de óptica geométrica, electrodinámica y espectroscopía aplicada a los fenómenos astrofísicos. En 1914, Schwarzschild trató de observar en el espectro solar el desplazamiento gravitatorio al rojo que había sido predicho por la teoría de la relatividad general. En 1915 y 1916 halló las primeras soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein. 


			 


			de Sitter, Willem (1872–1934) 
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			Fotografía: © Deutsches Museum 


			 


			En 1908, el astrónomo holandés Willem de Sitter fue nombrado catedrático de la Universidad de Leiden, cuyo observatorio dirigió en 1919. Los resultados más importantes de sus investigaciones abarcaron la mecánica celeste, la fotometría estelar, la medición de paralajes estelares y las aplicaciones de la teoría de la relatividad a la cosmología. En 1913 De Sitter aportó datos experimentales sobre observaciones de estrellas binarias que probaban que la velocidad de la luz tenía que ser constante, lo que confirmaba la teoría especial de la relatividad. En los años 1916-1917 publicó una serie de artículos sobre las consecuencias astronómicas de la teoría de Einstein de la gravitación, que suscitaron el interés de Arthur Stanley Eddington y guiaron su expedición de 1919 dedicada a la observación de un eclipse solar. En 1932, De Sitter y Einstein colaboraron en un texto sobre la expansión del universo. 


			 


			Sommerfeld, Arnold  (1868–1951) 
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			Fotografía cortesía del archivo de la Sociedad Max Planck, Berlín-Dahlem 


			 


			El físico teórico alemán Arnold Sommerfeld fue nombrado catedrático de la Universidad de Múnich en 1906. Había estudiado matemáticas pero desplazó sus intereses hacia la física matemática. Sommerfeld fue uno de los pioneros más importantes en los campos de la física atómica y la física cuántica, publicando un primer libro en 1919 que se convirtió en una referencia fundamental en estos campos. Su dominio de las técnicas matemáticas le permitió aplicar la teoría especial de la relatividad de Einstein a diversos problemas de física, lo que contribuyó al establecimiento de la teoría entre los años 1907-1910. En este periodo Sommerfeld y Einstein coincidieron personalmente y pudieron debatir en persona los problemas de la teoría primigenia de la mecánica cuántica. Su intercambio de conocimientos científicos continuó en los años siguientes a través de una extensa correspondencia epistolar. 


			 


			Synge, John (1897–1995) 
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			Fotografía: © Godfrey Argent Studio 


			 


			El físico teórico irlandés John Synge fue nombrado catedrático en el Trinity College de Dublín en 1925 y además ejerció la enseñanza en numerosas universidades de Estados Unidos y Canadá. Efectuó importantes contribuciones en diferentes campos, como la mecánica clásica, la óptica geométrica, la hidrodinámica, así como la física matemática y la geometría diferencial. Después de la segunda guerra mundial Synge tuvo un importante papel en la renovación y el desarrollo de los estudios sobre la teoría de la relatividad, sobre la que publicó numerosos libros. 


			 


			von Laue, Max (1879–1960) 
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			Fotografía: Archivo Federal, referencia 183U0205-502 / CC-BY-SA 


			 


			El físico teórico alemán Max von Laue fue nombrado profesor titular de la Universidad de Berlín en 1906. Desde 1914 hasta 1919 fue catedrático de la Universidad de Frankfurt y a partir de 1919 de la de Berlín. Laue se ocupó de forma especial de los aspectos matemáticos de ciertos problemas de óptica y en 1907 elaboró una explicación matemática acerca de un problema de propagación de la luz en el marco de la teoría especial de la relatividad de Einstein. El trabajo de Laue propició que la teoría especial de la relatividad ganase aceptación. Además Laue contribuyó a su desarrollo a través de sus trabajos sobre la teoría relativista de medios continuos. En 1912 descubrió la difracción de rayos X originada por la materia cristalina. Tras su primer encuentro en 1906, Laue y Einstein mantuvieron una amistad de por vida.  


			 


			Weyl, Hermann (1885–1955) 
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			En 1913, el matemático alemán Hermann Weyl fue nombrado catedrático de la Escuela Politécnica Superior de Zúrich, donde conoció a Einstein y comenzó su trabajo sobre los aspectos matemáticos de la relatividad general. En 1930 Weyl sucedió a David Hilbert en Gotinga pero en 1933 emigró a Estados Unidos, donde comenzó a trabajar en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, que ya contaba con Einstein entre su personal científico. Weyl efectuó numerosas contribuciones al desarrollo de la física teórica y las matemáticas. En sus primeros años se ocupó del análisis y la teoría espectral pero posteriormente se interesó por la topología y la geometría diferencial. En 1918 Weyl publicó uno de los libros más influyentes sobre la relatividad general en el que ofreció nuevas interpretaciones acerca de sus conceptos matemáticos básicos. En los años posteriores trabajó en la teoría de grupos y sus aplicaciones a la mecánica cuántica. Además Weyl se interesó a lo largo de su carrera científica por los fundamentos de las matemáticas y por la filosofía de la ciencia.  


			
	    

	 	
	    
             


			LECTURAS COMPLEMENTARIAS 


			 


			Ya existe una extensa bibliografía sobre los diferentes aspectos que se han ido tratando en este libro, bibliografía que abarca tanto referencias sobre trabajos de física y filosofía, como artículos de historia de la ciencia. El esfuerzo colectivo de numerosos académicos ha tenido como resultado la aparición de excelentes y completos textos que cubren todos los aspectos que hemos abordado en estas páginas, y cuyos vastos recursos intelectuales hemos empleado en las anotaciones. Aquí hemos hecho una pequeña selección de la bibliografía que se ha utilizado basándonos en dos criterios: obras que han tenido una utilidad en nuestra exposición de la historia de la relatividad general y obras que resultan útiles al lector no especialista que desee profundizar sus conocimientos más allá de los contenidos aquí expuestos.  


			La referencia por antonomasia sobre los artículos publicados de Einstein es la obra The Collected Papers of Albert Einstein, Princeton University Press (Princeton, Nueva Jersey, 1987-), editada en catorce volúmenes. Esta edición incluye numerosas y excelentes introducciones a diversos aspectos relativos al trabajo de Einstein y su biografía. Las traducciones mostradas en nuestro libro están tomadas de los volúmenes de la mencionada obra correspondientes a las traducciones al inglés. Los volúmenes publicados están disponibles en internet en la dirección einsteinpapers.press.princeton.edu. Una parte sustancial del Archivo Albert Einstein de la Universidad Hebrea de Jerusalén también se puede encontrar en internet en la dirección www.alberteinstein.info. 


			El propio Albert Einstein se preocupó de presentar su pensamiento y sus teorías de forma comprensible para un público lo más diverso posible. Las publicaciones resultantes de este esfuerzo siguen contándose entre las introducciones más accesibles a su obra. 


			 


			Einstein, Albert (1920). Relativity: Te Special and the General Theory; A Popular Exposition by Albert Einstein. Traducción inglesa de R.W. Lawson. Methuen (Londres). 


			— (1922). The Meaning of Relativity: Four Lectures Delivered at Princeton University, May  1921 by Albert Einstein. Traducción inglesa de Edwin Plimpton Adams (1.ª edición). Methuen (Londres). 


			— (1992). Autobiographical Notes: A Centenial Edition. Edición de Paul A. Schilpp. Open Court (LaSalle, Illinois). 


			— (1950). Out of My Later Years. Philosophical Library (Nueva York). 


			— (1954). Ideas and Opinions, obra basada en Mein Weltbild. Edición de Carl Seelig et al. con revisiones y nuevas traducciones al inglés de Sonja Bargmann. Crown (Nueva York) [trad. esp.: Mi visión del mundo, Tusquets Editores, col. Metatemas 90, Barcelona, 2005]. 


			— y Leopold Infeld (1938). The Evolution of Physics: Te Growth of Ideas from Early Concepts to Relativity and Quanta. Simon & Schuster (Nueva York).  


			 


			Una obra muy completa y con un enfoque multidisciplinar sobre la historia de la relatividad general es la siguiente:  


			 


			The Genesis of General Relativity, obra en cuatro volúmenes editada por Jürgen Renn, Springer (Dordrecht). 


			Volumen 1: Jürgen Renn, Michel Janssen, John Norton, Tilman Sauer y John Stachel. Einstein’s Zurich Notebook: Introduction and Source. 


			Volumen 2: Jürgen Renn, Michel Janssen, John Norton, Tilman Sauer y John Stachel. Einstein’s Zurich Notebook: Commentary and Essays. 


			Volumen 3: edición de Jürgen Renn y Matthias Schemmel. Gravitation in the Twilight of  Classical Physics. Between Mechanics, Field Theory, and Astronomy. 


			Volumen 4: edición de Jürgen Renn y Matthias Schemmel. Gravitation in the Twilight of  Classical Physics. Te Promise of Mathematics.  


			 


			Un libro muy completo, accesible y actualizado sobre el trabajo científico de Einstein es: 


			 


			The Cambridge Companion to Einstein (2014). Edición de Christoph Lehner y Michel Janssen. Cambridge University Press (Cambridge). 


			 


			Contribuciones importantes a la historia de la relatividad general han sido publicadas en los numerosos volúmenes de la siguiente colección: 


			 


			Einstein Studies (1989). Colección dirigida por Don Howard y John Stachel. Birkhäuser/ Springer (Boston). 


			 


			Una recopilación clásica de estudios originales sobre la vida de Einstein y sus aportaciones científicas figura en: 


			 


			Stachel, John (2002). Einstein from «B» to «Z». Volumen 9 de la colección Einstein Studies, Birkhäuser (Boston). 


			 


			Existen múltiples biografías sobre Einstein. A continuación se muestra una selección cuyo enfoque proporciona un apoyo relevante a la historia que hemos venido narrando en nuestro libro: 


			 


			Fölsning, Albrecht (1997). Albert Einstein: A Biography. Viking (Nueva York). 


			Isaacson, Walter (2007). Einstein: His Life and Universe. Simon & Schuster (Nueva York). 


			Neffe, Jürgen (2007). Einstein. A Biography. Farrar, Strauss and Giroux (Nueva York). 


			Pais, Abraham (1982). «Subtle is the Lord…»: Te Science and the Life of Albert Einstein.  Oxford University Press (Oxford). 


			 


			Hay algunos aspectos importantes de nuestra historia que han dado pie a libros enteros que además son accesibles al público general. A continuación se presentan algunas de estas obras. 


			 


			Eisenstaedt, Jean (2006). Curious History of Relativity: How Einstein’s Theory of Gravity  was Lost and Found Again. Princeton University Press (Princeton, Nueva Jersey). 


			Galison, Peter (2003). Einstein’s Clocks, Poincare’s Maps: Empires of Time. Norton (Nueva York). 


			Hentschel, Klaus (1997) The Einstein Tower: An Intertexture of Dynamic Construction,  Relativity Theory, and Astronomy. Stanford University Press (Palo Alto, California). 

			Kennefick, Daniel (2007) Traveling at the Speed of Tought: Einstein and the Quest for  Gravitational Waves. Princeton University Press (Princeton, Nueva Jersey). 


		  Kragh, Helge (1996) Cosmology and Controversy: Te Historical Development of Two  Teories of the Universe. Princeton University Press (Princeton, Nueva Jersey).  


			Staley, Richard (2008) Einstein’s Generation: Te Origins of the Relativity Revolution. University of Chicago Press (Chicago). 


			Schutz, Bernard (2004). «Gravity from the Ground Up». Cambridge University Press (Cambridge). 


			Torne, Kip S. (1994). Black Holes and Time Warps: Einstein’s Outrageous Legacy. Norton (Nueva York). 


			van Dongen, Jeroen (2010). Einstein’s Unification. Cambridge University Press (Cambridge). 


			Wazeck, Milena (2014). Einstein’s Opponents: Te Public Controversy about the Theory of  Relativity in the 1920s. Cambridge University Press (Cambridge). 


			 


			Los catálogos de la exposición berlinesa «Albert Einstein Chief Engineer of the Universe» contienen una completa documentación con excelentes ilustraciones sobre la vida y el trabajo de Albert Einstein: 


			 


			Renn, Jürgen (2005). Albert Einstein Chief Engineer of the Universe: Einstein’s Life and  Work in Context. Wiley-VCH (Berlín). 


			—, Albert Einstein Chief Engineer of the Universe: 100 Authors for Einstein. Wiley-VCH (Berlín). 


			—, Albert Einstein Chief Engineer of the Universe: Documents of a Life’s Pathway. Wiley-VCH (Berlín). 


			 


			Los siguientes trabajos son recopilaciones de estudios que constatan el gran alcance de la obra de Einstein en la ciencia y cultura modernas. 


			 


			Einstein for the 21st Century: His Legacy in Science, Art, and Modern Culture. Edición de Peter Galison, Gerald James Holton y Silvan S. Schweber (2008). Princeton University Press (Princeton, Nueva Jersey). 


			Einstein, Albert: Philosopher-Scientist. Edición de Paul Arthur Schilpp (1970). Open Court (LaSalle, Illinois). 


			
	    

	 	
	    
             


			EL FUNDAMENTO DE LA TEORÍA DE LA RELATIVIDAD GENERAL* 


			 


			por Albert Einstein** 


			 


			La teoría que se presenta en las páginas que siguen constituye concebiblemente la generalización de más largo alcance de una teoría que hoy se conoce por lo general como la «teoría de la relatividad». Para diferenciarlas, llamaré a esta última la «teoría de la relatividad especial», que doy por conocida. La generalización de la teoría de la relatividad ha venido facilitada considerablemente por Minkowski, un matemático que fue el primero en reconocer la equivalencia formal de las coordenadas espaciales y la coordenada temporal, y utilizó este hecho en la construcción de la teoría. Las herramientas matemáticas que requería la relatividad general estaban ya disponibles en el «cálculo diferencial absoluto», que se basa en la investigación de variedades no euclidianas de Gauss, Riemann y Christoffel, sistematizado por Ricci y Levi-Civita, y que ya se ha aplicado a problemas de física teórica. En la sección B del presente artículo he desarrollado todas las herramientas matemáticas necesarias –que no se dan por sabidas por cualquier físico– y he intentado hacerlo de la manera más simple y transparente posible, de manera que para la comprensión del mismo no se requiera un estudio especial de la literatura matemática. Finalmente, quiero expresar mi agradecimiento a mi amigo el matemático Grossmann, cuya ayuda no sólo me ahorró el esfuerzo de estudiar la literatura matemática pertinente, sino que también me sirvió en mi búsqueda de las ecuaciones de campo de la gravitación. 






			 


			A. CONSIDERACIONES FUNDAMENTALES ACERCA DEL POSTULADO DE LA RELATIVIDAD 


			 


			§ I. Observaciones sobre la teoría de la relatividad especial 


			 


			La teoría de la relatividad especial se basa en el siguiente postulado, que también satisfacen las mecánicas de Galileo y de Newton. 


			Si se elige un sistema de coordenadas K tal que, en relación al mismo, las leyes físicas son válidas en su forma más simple, esas mismas leyes también valen para cualquier otro sistema de coordenadas K´ en movimiento de traslación uniforme en relación a K. A este postulado lo llamamos «principio de relatividad especial». El calificativo «especial» denota que el principio se restringe al caso en el que K´ tiene un movimiento de traslación uniforme en relación a K, pero la equivalencia entre K y K´ no se hace extensiva al caso de movimiento no uniforme de K´ en relación a K. 


			Por lo tanto, la teoría de la relatividad especial no se aparta de la mecánica clásica a través del postulado de la relatividad, sino a través del postulado de constancia de la velocidad de la luz in vacuo, del cual, en combinación con el principio de relatividad especial, se sigue, de manera bien conocida, la relatividad de la simultaneidad, la transformación lorentziana y las leyes relacionadas para el comportamiento de los cuerpos en movimiento y de los relojes. 


			La modificación a la que la teoría de la relatividad especial ha sometido a la teoría del espacio y del tiempo es ciertamente de gran alcance, pero un punto importante no ha quedado afectado. Porque las leyes de la geometría, incluso conforme a la teoría de la relatividad especial, deben interpretarse directamente como leyes relativas a las posibles posiciones relativas de cuerpos sólidos en reposo; y de manera más general, las leyes de la cinemática deben interpretarse como leyes que describen las relaciones de medida de cuerpos y relojes. A dos puntos materiales seleccionados de un cuerpo rígido estacionario siempre les corresponde una distancia de longitud bien definida, que es independiente de la localidad y la orientación del cuerpo, y que también es independiente del tiempo. A dos posiciones seleccionadas de las agujas de un reloj en reposo en relación con el sistema de referencia privilegiado siempre le corresponde un intervalo de tiempo de longitud definida, que es independiente del lugar y del instante. Pronto veremos que la teoría de la relatividad general no puede adherirse a esta interpretación física simple del espacio y el tiempo. 


			 


			§ 2. La necesidad de una generalización del postulado de la relatividad 


			 


			En la mecánica clásica, y no menos en la teoría de la relatividad especial, hay un defecto epistemológico inherente que, quizá por primera vez, fue señalado con claridad por Ernst Mach. Lo elucidaremos mediante el siguiente ejemplo. Dos cuerpos fluidos del mismo tamaño y naturaleza flotan libremente en el espacio lo bastante alejados el uno del otro, y de cualquier otra masa, para que las únicas fuerzas gravitatorias dignas de consideración sean las derivadas de la interacción entre las diferentes partes del mismo cuerpo. Supongamos que la distancia entre ambos cuerpos es invariable, y que en ninguno de los cuerpos hay movimientos relativos de ninguna parte respecto a otra. Pero supongamos que cada masa, a juicio de un observador en reposo en relación con la otra masa, gira con velocidad angular constante en torno a la línea que une ambas masas. Esto es un movimiento relativo verificable de ambos cuerpos. Ahora imaginemos que cada cuerpo se ha medido mediante instrumentos de medida en reposo en relación con el mismo, y que la superficie S1 ha resultado ser una esfera, mientras que la superficie S2 es un elipsoide de revolución. Acto seguido planteamos la pregunta: ¿cuál es la razón de esta diferencia entre los dos cuerpos? Ninguna respuesta puede admitirse como epistemológicamente satisfactoria,* a menos que la razón dada sea un hecho observable de la experiencia. La ley de causalidad no tiene el significado de un enunciado referido al mundo de la experiencia, a menos que en última instancia aparezcan hechos observables como causas y efectos. 

			La mecánica newtoniana no da una respuesta satisfactoria a esta pregunta. Se pronuncia como sigue: las leyes de la mecánica se aplican al espacio R1, en relación con el cual el cuerpo S1 está en reposo, pero no al espacio R2, en relación con el cual el cuerpo S2 está en reposo. Pero el espacio privilegiado R1, de Galileo, así introducido es una causa meramente ficticia y no algo que pueda observarse. Está claro, pues, que la mecánica de Newton no satisface en realidad el requerimiento de causalidad en el caso considerado, sino que sólo lo hace en apariencia, ya que hace a la causa ficticia R1 responsable de la diferencia observable entre los cuerpos S1 y S2.  


		  La única respuesta satisfactoria debe ser que el sistema físico consistente en S1 y S2 no revela dentro de sí mismo ninguna causa imaginable a la que pueda referirse el comportamiento diferente de S1 y S2. Por lo tanto, la causa debe residir fuera de este sistema. Tenemos que asumir que las leyes generales del movimiento, que en particular determinan las formas de S1 y S2, deben ser tales que el comportamiento mecánico de S1 y S2 esté en parte condicionado, en aspectos bastante esenciales, por las masas distantes que no hemos incluido en el sistema en consideración. Estas masas distantes y sus movimientos en relación con S1 y S2 deben contemplarse entonces como la sede de las causas (que deben ser susceptibles de observación) del diferente comportamiento de nuestros dos cuerpos S1 y S2, adoptando así el rol de la causa ficticia R1. De todos los espacios imaginables R1, R2, etcétera, con cualquier clase de movimiento relativo a otro, no hay ninguno que podamos contemplar como privilegiado a priori sin reavivar la antes mencionada objeción epistemológica. Las leyes de la física deben ser de tal naturaleza que se apliquen a  sistemas de referencia en cualquier clase de movimiento. Por esta vía llegamos a una extensión del postulado de la relatividad. 


			Además de este argumento de peso procedente de la teoría del conocimiento, hay un hecho físico bien conocido que favorece una extensión de la teoría de la relatividad. Sea K un sistema de referencia galileano, es decir, un sistema en relación con el cual (al menos en la región cuatridimensional en consideración) una masa lo bastante distante de cualquier otra masa se traslada con movimiento uniforme en línea recta. Sea K´ un segundo sistema de referencia que se traslada en relación con K con un movimiento uniformemente acelerado. Entonces, en relación con K´, una masa lo bastante distante de las otras masas tendría un movimiento acelerado tal que la magnitud y la dirección de su aceleración sería independiente de la composición material y el estado físico de la masa. 


			¿Permite esto a un observador en reposo en relación a K´ inferir que «en realidad» se encuentra en un sistema de referencia acelerado? La respuesta es negativa, porque la relación antes mencionada de las masas en movimiento libre respecto de K´ puede interpretarse igualmente bien de la siguiente manera: el sistema de referencia K´ no está acelerado, sino que el territorio espaciotemporal en cuestión está bajo el influjo de un campo gravitatorio que genera el movimiento acelerado de los cuerpos en relación con K´. 




			Esta visión viene posibilitada por la enseñanza de la experiencia, que nos habla de la existencia de un campo de fuerza, a saber, el campo gravitatorio, que posee la notable propiedad de impartir la misma aceleración a todos los cuerpos.* El comportamiento mecánico de los cuerpos en relación a K´ es el mismo que el que se presenta a la experiencia en el caso de sistemas que solemos contemplar como «estacionarios» o «privilegiados». Por lo tanto, desde el punto de vista físico, este supuesto sugiere inmediatamente por sí mismo que los sistemas K y K´ pueden contemplarse ambos con igual derecho como «estacionarios», es decir, tienen el mismo título como sistemas de referencia para la descripción física de los fenómenos. 


		  Se verá a partir de estas reflexiones que la búsqueda de la teoría de la relatividad general nos llevará a una teoría de la gravitación, ya que podremos «producir» un campo gravitatorio simplemente cambiando el sistema de coordenadas. También resultará obvio que el principio de la constancia de la velocidad de la luz in vacuo debe modificarse, ya que reconoceremos con facilidad que la trayectoria de un rayo de luz en relación con K´ debe ser en general curvilínea, si respecto de K la luz se propaga en línea recta con una velocidad constante definida. 


			 


			§ 3. El continuo espaciotemporal. Necesidad de covariancia general para que las ecuaciones expresen leyes generales de la naturaleza 


			 


			En la mecánica clásica, así como en la teoría de la relatividad especial, las coordenadas del espacio y el tiempo tienen un sentido físico directo. Decir que un punto-suceso tiene la coordenada x1 en X1 significa que la proyección del punto-suceso sobre el eje X1, determinada por varillas rígidas en consonancia con las reglas de la geometría euclidiana, se obtiene midiendo una varilla dada (la unidad de longitud) x1 veces a partir del origen de coordenadas a lo largo del eje X1. Decir que un punto-suceso tiene la coordenada x4 = t en X4 significa que un reloj estándar, hecho para medir el tiempo en un periodo unidad definido, y que es estacionario en relación con el sistema de coordenadas y prácticamente coincidente en el espacio con el punto-suceso,** habrá medido x4 = t periodos en el punto de ocurrencia del suceso. 


			Esta visión del espacio y el tiempo siempre ha estado en la mente de los físicos, aunque, en general, no hayan sido conscientes de ello. Esto se evidencia en el papel que tienen estos conceptos en las mediciones físicas; también deben haber estado implícitos en las reflexiones del lector sobre la sección precedente (§2) para encontrar algún sentido en lo que ha leído. Pero ahora mostraremos que debemos dejarla de lado y reemplazarla por una visión más general, a fin de poder llevar a término el postulado de la relatividad general, si la teoría de la relatividad especial se aplica al caso particular de ausencia de un campo gravitatorio. 






			En un espacio libre de campos gravitatorios introducimos un sistema de referencia galileano K(x, y, z, t) y también un sistema de coordenadas K´(x´, y´, z´, t´) en rotación uniforme respecto de K. Hagamos que los orígenes de ambos sistemas, así como sus ejes Z, coincidan permanentemente. Mostraremos que, para cualquier medición espaciotemporal en el sistema K´, la definición anterior del sentido físico de las longitudes y los tiempos no puede mantenerse. Por razones de simetría, está claro que un círculo alrededor del origen en el plano X, Y de K puede contemplarse al mismo tiempo como un círculo en el plano X´, Y´ de K´. Suponemos que la circunferencia y el diámetro de este círculo se han medido con una unidad de medida infinitamente pequeña en comparación con el radio, y que tenemos el cociente de los dos resultados. Si este experimento se hiciera con una varilla de medir en reposo respecto del sistema galileano K, el cociente sería r. Con una varilla de medir en reposo respecto del sistema K´ el cociente sería mayor que r. Esto se entiende enseguida si imaginamos el proceso de medición entero desde la perspectiva del sistema «estacionario» K, y tomamos en consideración que la varilla de medir aplicada a la periferia experimenta una contracción lorentziana, cosa que no ocurre con la aplicada al radio. De ahí que la geometría euclidiana no se aplique a K´. Por lo tanto, la noción de sistema de coordenadas antes definida, que presupone la validez de la geometría euclidiana, deja de valer para el sistema K´. Por lo mismo, tampoco podemos introducir un tiempo que satisfaga los requerimientos físicos en K´, indicado mediante relojes en reposo respecto de K´. Para convencernos de esta imposibilidad, imaginemos dos relojes de constitución idéntica colocados uno en el origen de coordenadas y otro en la circunferencia del círculo, y ambos contemplados desde la perspectiva del sistema «estacionario» K. Por un resultado familiar de la teoría de la relatividad especial, el reloj en la circunferencia –juzgado desde K– va más lento que el otro, porque el primero está en movimiento y el segundo en reposo. Así pues, un observador situado en el origen de coordenadas común, capaz de observar el reloj en la circunferencia por medio de la luz, lo vería retrasarse en relación con el reloj que tiene a su lado. Como no admitirá que la velocidad de la luz a lo largo de la trayectoria en cuestión dependa explícitamente del tiempo, interpretará sus observaciones como que el reloj en la circunferencia «realmente» va más lento que el reloj situado en el origen. En consecuencia, se verá obligado a definir el tiempo de manera que la velocidad de un reloj dependa de dónde se sitúe. 


			Por lo tanto, llegamos a este resultado: en la teoría de la relatividad general, el espacio y el tiempo no pueden definirse de manera que las diferencias en las coordenadas espaciales puedan medirse directamente mediante la varilla de medir unidad, o las diferencias en la coordenada temporal puedan medirse con un reloj estándar. 


			Así pues, el método empleado hasta ahora para definir coordenadas en el continuo espaciotemporal ya no sirve, y no parece que haya otro procedimiento que nos permita adaptar sistemas de coordenadas al universo cuatridimensional, tal que de su aplicación pueda esperarse una formulación particularmente simple de las leyes de la naturaleza. Así que no queda más remedio que contemplar todos los sistemas de coordenadas imaginables como igualmente adecuados, en principio, para la descripción de la naturaleza. Esto viene a requerir que: 


			Las leyes de la naturaleza tienen que expresarse mediante ecuaciones que sean válidas  para todos los sistemas de coordenadas, esto es, que sean covariantes respecto de cualquier  sustitución que se haga (covariancia general). 


			Está claro que una teoría física que satisfaga este postulado también será adecuada para el postulado de la relatividad general. Porque la suma de todas las sustituciones incluye en cualquier caso las correspondientes a todos los movimientos relativos de sistemas de coordenadas tridimensionales. Que este requerimiento de covariancia general, que despoja al espacio y el tiempo del último vestigio de objetividad física, es natural se verá a partir de la siguiente reflexión. Todas nuestras verificaciones espaciotemporales equivalen invariablemente a una determinación de coincidencias espaciotemporales. Por ejemplo, si todos los sucesos consistieran en meros movimientos de puntos materiales, entonces nada sería observable en última instancia, salvo los encuentros de dos o más de estos puntos. Además, los resultados de nuestras medidas no son más que verificaciones de los encuentros de los puntos materiales de nuestros instrumentos de medida con otros puntos materiales, coincidencias entre las agujas de un reloj y los puntos en el dial del mismo, y sucesos puntuales observados que ocurren en el mismo lugar y tiempo. 


			La introducción de un sistema de referencia no sirve a otro propósito que facilitar la descripción de la totalidad de tales coincidencias. Asignamos al universo cuatro variables espaciotemporales x1, x2, x3, x4 de manera que para cada punto-suceso hay un sistema correspondiente de valores de las variables x1...x4. A dos sucesos puntuales coincidentes les corresponde un sistema de valores de las variables x1...x4, es decir, la coincidencia se caracteriza por la identidad de las coordenadas. Si en lugar de las variables x1...x4 introducimos funciones de las mismas x´1, x´2, x´3, x´4 como un nuevo sistema de coordenadas, de manera que los sistemas de valores se hacen corresponder sin ambigüedad, la igualdad de las cuatro coordenadas en el nuevo sistema también servirá como expresión de la coincidencia espaciotemporal de los dos sucesos puntuales. Como toda nuestra experiencia física puede reducirse en última instancia a tales coincidencias, no hay una razón inmediata para preferir unos sistemas de coordenadas en vez de otros; es decir, llegamos al requerimiento de la covariancia general. 


			 


			§ 4. La relación de las cuatro coordenadas con la medida en el espacio y el tiempo 


			 


			No es mi propósito en esta discusión representar la teoría de la relatividad general como un sistema tan simple y lógico como sea posible, con un número mínimo de axiomas, sino que mi objetivo principal es desarrollar esta teoría de tal manera que el lector tenga la impresión de que el camino que hemos tomado es el natural, psicológicamente, y que los supuestos subyacentes parezcan tener el mayor grado de seguridad posible. Con este objetivo en perspectiva, demos ahora por sentado que: 


			Para regiones cuatridimensionales infinitamente pequeñas, la teoría de la relatividad en sentido restringido es apropiada si se eligen las coordenadas adecuadas. 


			A tal efecto debemos escoger la aceleración del sistema de coordenadas infinitamente pequeño («local») de manera que no haya ningún campo gravitatorio. Esto es posible para una región infinitamente pequeña. Sean X1, X2, X3 las coordenadas espaciales, y X4 la coordenada del tiempo medido en la unidad apropiada.* Si imaginamos una varilla rígida dada como unidad de medida, las coordenadas, con una orientación dada del sistema de coordenadas, tienen un significado físico directo en el sentido de la teoría de la relatividad especial. Si se aplica ésta, la expresión tiene entonces un valor que es independiente de la orientación del sistema de coordenadas local, y puede determinarse mediante medidas del espacio y del tiempo. Llamamos ds a la magnitud del elemento lineal perteneciente a los puntos del continuo cuatridimensional en proximidad infinita. Siguiendo a Minkowski, si el ds perteneciente al elemento dX1...dX4 es positivo lo llamamos temporal, y si es negativo lo llamamos espacial. 


			 


			ds2 = -dX12 -dX22 -dX32 -dX42 


			 




			Al «elemento lineal» en cuestión, o los dos sucesos puntuales infinitamente próximos, también le corresponderán diferenciales definidas dx1...dx4 de las coordenadas cuatridimensionales de cualquier sistema de referencia elegido. Si este sistema, así como el sistema «local», viene dado para la región considerada, los dXν podrán representarse aquí mediante expresiones lineales homogéneas definidas de los dxv: 
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			(2) 


			 


			Insertando estas expresiones en (1), obtenemos 
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			(3) 


			 


			donde las gvx serán funciones de las xv. Éstas ya no pueden depender de la orientación y el estado de movimiento del sistema de coordenadas «local», porque ds2 es un valor evaluable mediante mediciones de varilla-reloj de los sucesos puntuales infinitamente próximos en el espacio-tiempo, y definida con independencia de cualquier elección de coordenadas particular. Aquí las gvx deben elegirse de manera que gvx = gxv. El sumatorio es para todos los valores de v y x, de manera que la suma consiste en 4 × 4 términos, de los que doce son iguales por pares. 


			El caso de la teoría de la relatividad ordinaria surge del caso aquí considerado si es posible, en razón de las relaciones particulares de las gvx en una región finita, escoger el sistema de referencia en la región finita de tal manera que las gvx tomen los valores constantes 
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			(4) 


			 


			En adelante encontraremos que la elección de tales coordenadas no es posible en general para una región finita. 


			De las consideraciones de las secciones § 2 y § 3 se sigue que los valores gxv van a contemplarse desde el punto de vista físico como los números que describen el campo gravitatorio en relación con el sistema de referencia escogido. Porque, si ahora suponemos que la teoría de la relatividad especial se aplica a cierta región cuatridimensional con unas coordenadas adecuadamente elegidas, entonces las gvx tienen los valores dados en (4). Un punto material libre se desplaza entonces en relación con este sistema con un movimiento rectilíneo y uniforme. Si ahora introducimos otras coordenadas espaciotemporales x1, x2, x3, x4, mediante cualquier sustitución que escojamos, las gvx en este nuevo sistema ya no serán constantes, sino funciones del espacio y el tiempo. Al mismo tiempo, el movimiento del punto material libre se presentará en las nuevas coordenadas como un movimiento curvilíneo no uniforme, y la ley del mismo será independiente de la naturaleza de la partícula en movimiento. Por lo tanto, interpretaremos este movimiento como un movimiento bajo la influencia de un campo gravitatorio. Encontramos así que la variabilidad espaciotemporal de las gvx está conectada con la existencia de un campo gravitatorio. Y también en el caso general, cuando ya no se pueda aplicar la teoría de la relatividad especial a una región finita mediante una elección de coordenadas adecuada, nos aferraremos a la idea de que las gvx describen el campo gravitatorio. 


			Así pues, de acuerdo con la teoría de la relatividad general, la gravitación ocupa una posición excepcional en comparación con las otras fuerzas, en particular las fuerzas electromagnéticas, ya que las diez funciones que representan el campo gravitatorio definen al mismo tiempo las propiedades métricas del espacio medido. 


			 


			B. HERRAMIENTAS MATEMÁTICAS PARA LA FORMULACIÓN DE ECUACIONES GENERALMENTE COVARIANTES 


			 


			Una vez hemos visto que el postulado de la relatividad general lleva al requerimiento de que las ecuaciones de la física sean covariantes ante cualquier sustitución de las coordenadas x1... x4, tenemos que considerar cómo pueden encontrarse tales ecuaciones covariantes generales. Ahora emprenderemos esta tarea puramente matemática, y veremos que en su solución tiene un papel fundamental el invariante ds dado por la ecuación (3), al cual, tomando prestada la nomenclatura de la teoría de superficies de Gauss, hemos llamado «elemento lineal». 

		  La idea fundamental de esta teoría de covariancia general es la siguiente. Definamos ciertos objetos («tensores») con respecto a cualquier sistema de coordenadas por un número dado de funciones de las coordenadas, llamadas las «componentes» del tensor. Entonces hay ciertas reglas que permiten calcular estas componentes para un nuevo sistema de coordenadas, si se conocen las componentes para el sistema de coordenadas original, así como la transformación que conecta ambos sistemas. Los objetos que en adelante llamaremos tensores vienen caracterizados además por el hecho de que las ecuaciones de transformación de sus componentes son lineales y homogéneas. En concordancia, todas las componentes del nuevo sistema se anulan si todas se anulan en el sistema original. Por lo tanto, si una ley de la naturaleza se expresa igualando todas las componentes de un tensor a cero, entonces tiene covariancia general. Examinando las reglas de formación de tensores adquiriremos los medios para formular leyes covariantes generales. 


		   


			§ 5. Cuadrivectores contravariantes y covariantes 


			 


			Cuadrivectores contravariantes. El elemento lineal se define por las cuatro «componentes» dxo, cuya ley de transformación viene expresada por la ecuación  
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(5) 


			 


			Los dx´v se expresan como funciones lineales y homogéneas de los dxo. En consecuencia, podemos ver estas coordenadas diferenciales como los componentes de un «tensor» de la clase particular que llamamos cuadrivector contravariante. Cualquier objeto que venga definido en relación con el sistema de coordenadas por cuatro números Ao, y que se transforme mediante la misma ley  
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(5a) 


			 


			también lo llamaremos cuadrivector contravariante. De (5a) se sigue inmediatamente que Av ± Bv también son componentes de un cuadrivector si Av y Bv lo son. Las relaciones correspondientes valen para todos los «tensores» que se introducirán a continuación. (Regla para la adición y sustracción de tensores.)  


			Cuadrivectores covariantes. Decimos que cuatro números Ao son las componentes de un cuadrivector covariante si para cualquier elección arbitraria del cuadrivector contravariante Bo se cumple 
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(6) 


			 


			De esta definición se sigue la ley de transformación de un cuadrivector covariante. Porque si reemplazamos Bo en el lado derecho de la ecuación  


			 


            [image: ]

 


			por la expresión resultante de la inversión de (5a) 


			 


            [image: ]

 


			obtenemos 
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			Dado que esta ecuación se verifica para valores arbitrarios de los B´v, se sigue que la ley de transformación es  
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			(7) 


			 


			Nota sobre un modo simplificado de escribir las expresiones:  


			Un vistazo a las ecuaciones de esta sección muestra que siempre hay una suma con respecto a los índices que aparecen dos veces dentro de un signo de sumatorio (como por ejemplo el índice ν en (5)) y sólo ésos. Es posible, por lo tanto, omitir el sumatorio sin pérdida de claridad. En su lugar introducimos la siguiente convención: si un índice aparece dos veces en un término de una expresión, siempre se suma a menos que se indique expresamente lo contrario. 


			La diferencia entre los cuadrivectores covariantes y los contravariantes reside en la ley de transformación ((7) o (5) respectivamente). Ambas formas son tensores en un sentido general, y ahí reside su importancia. Siguiendo a Ricci y Levi-Civita, denotamos el carácter contravariante situando el índice arriba, y el covariante situándolo abajo. 


			 


			§ 6. Tensores de rango dos y superior 


			 


			Tensores contravariantes. Si formamos los dieciséis productos Ano de las componentes An y Bo de dos cuadrivectores contravariantes 


			 


			Ano =  An  Bo

		  (8) 


		   


			entonces, por (8) y (5a), Ano satisface la ley de transformación  
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			(9) 


			 


			A un objeto que se describe en relación con cualquier sistema de referencia mediante dieciséis números que satisfacen la ley de transformación (9) lo llamamos tensor contravariante de rango dos. No todos los tensores de esta clase pueden formarse a partir de dos cuadrivectores mediante (8), pero es fácil demostrar que cualquier Ano de dieciséis componentes puede representarse como las sumas de las Ano de cuatro pares de cuadrivectores adecuadamente elegidos. Esto nos permite demostrar casi todas las leyes que se aplican al tensor de rango dos definido por (9) sin más que demostrarlas para los tensores especiales del tipo (8). 

			Tensores contravariantes de cualquier rango. Está claro que, en la línea de (8) y (9), también podrían definirse tensores contravariantes de rango tres y más con 43 componentes, y así sucesivamente. Del mismo modo, de (8) y (9) se sigue que el cuadrivector contravariante puede tomarse en este sentido como un tensor contravariante de rango uno. 


		  Tensores covariantes. Por otro lado, si tomamos los dieciséis productos Ano de dos cuadrivectores covariantes An y Bo 


			 


			Ano = An Bo,

		  (10) 


		   


			la ley de transformación es 
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(11) 


			 


			Esta ley de transformación define el tensor covariante de rango dos. Todo lo que se ha dicho sobre tensores contravariantes se aplica igualmente a los tensores covariantes. 


			NOTA. Es conveniente tratar el escalar (o invariante) como un tensor tanto contravariante como covariante de rango cero. 


			Tensores mixtos. También podemos definir un tensor de rango dos del tipo 


			 


			Ano = An Bo


			 


			covariante respecto del índice n y contravariante respecto o. Su ley de transformación es  
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			(13) 


			 


			Naturalmente, hay tensores mixtos con cualquier número de índices de carácter covariante y cualquier número de índices de carácter contravariante. Los tensores covariantes y contravariantes pueden verse como casos especiales de los tensores mixtos. 


			Tensores simétricos. Se dice que un tensor contravariante, o covariante, de rango dos o superior es simétrico si dos componentes, obtenidas una de otra por el intercambio de dos índices, son iguales. Así pues, el tensor Ano, o el tensor Ano, es simétrico si para cualquier combinación de los índices n, o 


		   


			Ano = Aon,

		  (14) 


		   


			o respectivamente 


			 


			Ano = Aon

(14a) 


			 


			Hay que probar que la simetría así definida es una propiedad independiente del sistema de referencia. De hecho, se sigue de (9), cuando se toma (14) en consideración, que  
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			La penúltima ecuación depende del intercambio de los índices sumatorios n y o, es decir, de un mero cambio de notación. 


			Tensores asimétricos. Un tensor contravariante o covariante de rango dos, tres o cuatro se dice que es asimétrico si dos componentes, obtenidas una de otra por el intercambio de dos índices, son iguales y de signo contrario. El tensor Ano, o el tensor Ano, es por lo tanto antisimétrico si siempre se cumple 


			 


			Ano = - Aon,

		  (15) 


		   


			o respectivamente 


			 


			Ano = -  Aon

		  (15a) 


		   


			De las dieciséis componentes Ano, las cuatro componentes Ann se anulan; las demás son iguales y de signo opuesto por pares, así que sólo hay seis componentes numéricamente distintas (un seis-vector). Similarmente, vemos que el tensor antisimétrico de rango tres Anov tiene sólo cuatro componentes numéricamente diferentes, mientras que el tensor antisimétrico Anovx tiene sólo una. No hay tensores antisimétricos de rango superior a cuatro en un continuo de cuatro dimensiones. 


			 


			§ 7. Multiplicación de tensores 


			 


			Producto exterior de tensores. De las componentes de un tensor de rango n y otro tensor de rango m se obtienen las componentes de un tensor de rango n + m multiplicando cada componente de un tensor por cada componente del otro. Por ejemplo, los tensores T se obtienen de distintas clases de tensores A y B, 


			 


			[image: ]


			 


			La prueba del carácter tensorial de T viene dada directamente por las representaciones (8), (10) y (12), o por las leyes de transformación (9), (11) y (13). Las ecuaciones (8), (10) y (12) son ellas mismas ejemplos de producto exterior de tensores de rango uno. 


			«Contracción» de un tensor mixto. A partir de cualquier tensor mixto podemos formar un tensor de rango dos veces menor, igualando un índice de carácter covariante con otro de carácter contravariante, y haciendo la suma respecto de este índice («contracción»). Por ejemplo, del tensor mixto de rango cuatro Anovx se obtiene el tensor mixto de rango dos 
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			y de este, mediante una segunda contracción, se obtiene el tensor de rango cero 


			 


			A = Aoo =  Anonx, 


			 


			La prueba de que el resultado de esta contracción realmente posee carácter tensorial viene dada por la representación de un tensor conforme a la generalización de (12) en combinación con (6), o por la generalización de (13). 


			Producto interior y mixto de tensores. Estas operaciones consisten en una combinación del producto exterior con la contracción. 


			Ejemplos. A partir del tensor covariante de rango dos Ano y el tensor contravariante de rango uno Bv formamos con su producto exterior el vector mixto 


			 


			Dnov = Ano Bv.


			 


			Por contracción respecto de los índices o y v obtenemos el cuadrivector covariante 


			 


			Dn = Dnoo = Ano Bo.


			 


			A esto lo llamamos producto interior de los tensores Ano y Bv. Análogamente, a partir de los tensores Ano y Bvx, mediante producto exterior y doble contracción, formamos el producto interior AnoBno. Y a partir de los mismos tensores Ano y Bvx, mediante producto exterior y una contracción, obtenemos el tensor mixto de rango dos Dnx=AnoBox. Esta operación puede caracterizarse bien como mixta, al ser «exterior» respecto de los índices n y x, e «interior» respecto de los índices o y v. 


			Ahora demostraremos una proposición que suele ser útil como evidencia del carácter tensorial. Por lo que acabamos de explicar, AnoBno es un escalar si Ano y Bvx son tensores. Pero también podemos hacer la siguiente afirmación: si AnoBno es un escalar para cualquier elección del tensor Bno, entonces Ano tiene carácter tensorial. Porque, por hipótesis, para cualquier sustitución, 
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			Pero mediante una inversión de (9) 
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			Insertando esto en la ecuación de arriba obtenemos 
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			Esto sólo puede satisfacerse para valores arbitrarios de B´vx si el paréntesis se anula. Aplicando la ecuación (11) se obtiene el resultado buscado. Esta regla se aplica en la misma medida a tensores de cualquier rango y carácter, y la demostración es análoga en todos los casos. 


			La regla también puede demostrarse de esta manera: si Bn y Co son vectores, y si para todos los valores de los mismos el producto interior AnoBnCo es un escalar, entonces Ano es un tensor covariante. Esta última proposición también se cumple aunque sólo sea correcta la afirmación más restringida de que para cualquier elección del cuadrivector Bn el producto interior AnoBnBo es un escalar, si además se sabe que Ano satisface la condición de simetría Ano=Aon. Porque por el método antes descrito se demuestra el carácter tensorial de (Ano + Aon), y de aquí, y de la simetría, se sigue el carácter tensorial de Ano. Esto también puede generalizarse fácilmente al caso de tensores covariantes y contravariantes de cualquier rango. 


			Finalmente, de lo que se acaba de demostrar se sigue esta ley, que también puede generalizarse para cualquier tensor: si para cualquier elección del cuadrivector Bo los términos AnoBo forman un tensor de rango uno, entonces Ano es un tensor de rango dos. Porque si Cn es cualquier cuadrivector, entonces, por el carácter tensorial de AnoBo, el producto interior AnoBoCn es un escalar para cualquier elección de los dos cuadrivectores Bo y Cn. De lo cual se sigue la proposición. 


			 


			§ 8. Algunos aspectos del tensor fundamental 


			 


			El tensor covariante fundamental. En la expresión invariante del cuadrado del elemento lineal, 


			 


			ds2 = gno  dxn dxo,


     


			el papel del diferencial dxn es el de un vector contravariante que puede elegirse a voluntad. Ya que además gno = gon, de las consideraciones de la sección precedente se sigue que gno es un tensor covariante de rango dos. Le llamaremos «tensor fundamental». En lo que sigue deduciremos algunas propiedades de este tensor que ciertamente valen para cualquier tensor de rango dos. Pero como el tensor fundamental tiene un papel especial en nuestra teoría, que tiene su base física en los efectos peculiares de la gravitación, resulta que las relaciones que vamos a desarrollar sólo tienen importancia para nosotros en el caso del tensor fundamental. 


			El tensor contravariante fundamental. Si en el determinante formado por los elementos gno tomamos el cofactor de cada uno de los gno y lo dividimos por el determinante g = | gno |, obtenemos ciertos valores gno( = gon) que, como demostraremos, forman un tensor contravariante. 


			Por una conocida propiedad de los determinantes 
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		  (16)


	     


			donde el símbolo dn o denota 1 o 0, según si n = o o n ≠ o. 


			Así pues, en vez de la expresión anterior para ds2, podemos escribir 
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			o, por (16) 
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			Pero, por las reglas de multiplicación de las secciones precedentes, los valores 
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			forman un cuadrivector covariante, y de hecho arbitrario, porque los dxn son arbitrarios. Introduciendo esto en nuestra expresión obtenemos 
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			Dado que esto, con la elección arbitraria del vector dξv,es un escalar, y gvx es simétrico por definición en los índices v y x, de los resultados de la sección precedente se sigue que gvx es un tensor contravariante. 


			Además, de (16) se sigue que dn también es un tensor, que podemos identificar como el tensor mixto fundamental. 


			El determinante del tensor fundamental. Por la regla de multiplicación de determinantes 
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			Por otro lado 
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			De lo que se sigue que 
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(17) 


			 


			El escalar volumen. Buscamos primero la ley de transformación del determinante g = |gno|. Según (11)  
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			De donde, aplicando dos veces la regla de multiplicación de determinantes, se sigue que 
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			o bien 
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			Por otro lado, la ley de transformación del elemento de volumen 
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			es, de acuerdo con el teorema de Jacobi, 
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			Multiplicando las dos últimas ecuaciones obtenemos 
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(18) 


			 


			En vez de [image: ] introducimos en lo que sigue el valor [image: ], que siempre es real por el carácter hiperbólico del continuo espaciotemporal. El invariante  [image: ]dx  es igual a la magnitud del elemento de volumen cuatridimensional en el sistema de referencia «local», medido mediante varillas rígidas y relojes en el sentido de la teoría de la relatividad especial. 


			Nota sobre el carácter del continuo espaciotemporal. Nuestro supuesto de que la teoría de la relatividad especial siempre puede aplicarse a una región infinitamente pequeña implica que ds2 siempre puede expresarse según (1) por medio de valores reales dX1... dX4. Si denotamos por dτ0 el elemento «natural» de volumen dX1, dX2, dX3,.dX4, entonces 
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(18a) 


			 


			Si [image: ] se anulara en un punto del continuo cuatridimensional, ello significaría que, en ese punto, un volumen «natural» infinitamente pequeño correspondería a un volumen finito en las coordenadas. Supongamos que nunca ocurre esto. Entonces g no puede cambiar de signo. Daremos por sentado que, en el sentido de la teoría de la relatividad especial, g siempre tiene un valor negativo finito. Ésta es una hipótesis acerca de la naturaleza física del continuo en consideración, y al mismo tiempo una convención en cuanto a la elección de las coordenadas. 


			Pero si –g siempre es finito y positivo, es natural imponer la elección de coordenadas a posteriori, de tal manera que este número siempre sea igual a la unidad. Más adelante veremos que dicha restricción de la elección de coordenadas permite conseguir una importante simplificación de las leyes de la naturaleza. 


			En lugar de (18), entonces tenemos simplemente dτ´ = dτ, de lo cual, por el teorema de Jacobi, se sigue que 
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(19) 


			 


			Así pues, con esta elección de coordenadas, sólo se permiten las sustituciones para las que el determinante es la unidad. 


			Pero sería erróneo creer que este paso indica un abandono parcial del postulado de la relatividad general. No nos preguntamos «¿Cuáles son las leyes de la naturaleza que son covariantes frente a todas las sustituciones para las cuales el determinante es la unidad?», sino que nuestra pregunta es «¿Cuáles son las leyes de la naturaleza que son covariantes de manera general?». Hasta que las hayamos formulado no simplificaremos su expresión mediante una elección particular del sistema de referencia. 


			La formación de nuevos tensores por medio del tensor fundamental. Los productos interior, exterior y mixto de un tensor por su tensor fundamental dan tensores de diferente carácter y rango. Por ejemplo, 
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			Cabe señalar en especial las siguientes formas: 
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			(los «complementos» de los tensores covariantes y contravariantes, respectivamente), y  
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			Llamamos a Bno el tensor reducido asociado con Ano. Similarmente, 
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			Podría decirse que gno no es otra cosa que el complemento de gno, ya que 


			 


			[image: ]



 


			§ 9. La ecuación de la línea geodésica. El movimiento de una partícula 


			 


			Al definirse el elemento lineal ds con independencia del sistema de coordenadas, la línea trazada entre dos puntos P y P´ del continuo cuatridimensional de manera que ∫ds sea estacionaria –una línea geodésica– también es independiente de la elección de las coordenadas. Su ecuación es 
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			Desarrollando la variación de la manera usual, obtenemos de esta ecuación cuatro  ecuaciones diferenciales que definen la línea geodésica; en aras de la completitud, insertaremos aquí esta operación. Sea m una función de las coordenadas xo, tal que defina una familia de superficies que tienen intersección con la requerida línea geodésica, y con todas las líneas de la proximidad inmediata que pasan por los puntos P y P´. Entonces puede suponerse que dicha línea viene dada por la expresión de sus coordenadas como funciones de m. Indiquemos mediante el símbolo d la transición de un punto de la requerida geodésica al punto correspondiente de la misma m en una línea vecina. Entonces podemos sustituir (20) por 
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			(20a) 


 


			Pero dado que 
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			y 


			 

			[image: ]

 


			de (20a) obtenemos, tras una integración parcial, 
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			donde 
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			(20b) 


			 


			Dado que los valores de δxv son arbitrarios, de esto se sigue que 


			 


			kv = 0

		  (20c) 


		   


			es la ecuación de la línea geodésica. 


			Si ds no se anula a lo largo de la línea geodésica, podemos elegir la «longitud del arco» s, medida a lo largo de la línea geodésica, para el parámetro m. Entonces w = 1, y en lugar de (20c) obtenemos 
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			o, mediante un simple cambio de notación, 
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			(20d) 


			 


			donde, siguiendo a Christoffel, hemos escrito 
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			(21) 


			 


			Finalmente, si multiplicamos (20d) por gvx (producto exterior respecto de x, e interior respecto de v) obtenemos las ecuaciones de la línea geodésica en la forma 
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			(22) 


			 


			donde, siguiendo a Christoffel, hemos sustituido 


			 


			{no,x}= gxa [no,a]

			(23) 


		   


			§ 10. La formación de tensores por diferenciación 


			 


			Con la ayuda de la ecuación de la línea geodésica, ahora es fácil deducir las leyes de formación de tensores nuevos por diferenciación de otros viejos. De este modo seremos capaces por primera vez de formular ecuaciones diferenciales covariantes de manera general. Para alcanzar esta meta aplicamos repetidamente la siguiente ley simple: 


			Si en nuestro continuo tenemos una curva dada cuyos puntos vienen especificados por la distancia de arco s, medida desde un punto fijo de la curva, y si z es una función invariante del espacio, entonces dz/ds también es invariante. La prueba de esto se basa en que ds es un invariante, igual que dz. 


			Puesto que 
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			entonces 
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			también es invariante, y lo es para todas las curvas que parten de un punto del continuo, esto es, para cualquier elección del vector dxn. De ahí se sigue inmediatamente que 
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			(24) 


			 


			es un cuadrivector covariante (el «gradiente» de z). 


			De acuerdo con nuestra regla, el cociente diferencial 
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			tomado sobre una curva es también un invariante. Insertando el valor de ψ, obtenemos en primer lugar 
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			De esto no puede deducirse inmediatamente la existencia de un tensor. Pero si tomamos la curva a lo largo de la cual hemos diferenciado como una geodésica, sustituyendo d2xo/ds2 a partir de (22) obtenemos 
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			Puesto que podemos intercambiar el orden de las diferenciaciones, y puesto que, por (23) y (21), {no, x} es simétrica en n y o, se sigue que la expresión entre paréntesis es simétrica en n y o. Dado que una línea geodésica puede trazarse en cualquier dirección desde un punto del continuo, y por lo tanto dxn/ds es un cuadrivector con una razón de componentes arbitraria, de los resultados de la sección § 7 se sigue que 
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			(25) 


			 


			es un tensor covariante de rango dos. Hemos llegado así a este resultado: del tensor covariante de rango uno  
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			podemos formar, por diferenciación, un tensor covariante de rango dos 
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			(26) 


			 


			Al tensor Ano le llamaremos la «extensión» (derivada covariante) del tensor An. En primer lugar podemos demostrar enseguida que la operación da un tensor, incluso aunque el vector An no pueda representarse como un gradiente. Para verlo, primero observemos que  


			 

			[image: ]

 


			es un vector covariante si } y z son escalares. La suma de los cuatro términos 
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			también es un vector covariante si }(1), z(1) ,... }(4), z(4) son escalares. Pero está claro que cualquier vector covariante puede representarse como Sn. Porque si An es un vector cuyas componentes son funciones dadas de las xo, sólo tenemos que imponer (en términos del sistema de coordenadas seleccionado) 
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			para asegurar que Sn sea igual a An. 


			Por lo tanto, para demostrar que Ano es un tensor si se inserta cualquier vector covariante en el lado derecho de An, sólo tenemos que comprobar que así ocurre para el vector Sn. Pero a este último efecto es suficiente, como vemos echando un vistazo al lado derecho de la ecuación (26), con proporcionar la demostración del caso 
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			Pues bien, el lado derecho de (25) multiplicado por }, 
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			es un tensor. Similarmente 
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			al ser el producto exterior de dos vectores es un tensor. Además, se sigue el carácter tensorial de  
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			Como comprobaremos echando un vistazo a (26), esto completa la demostración para el vector 
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			y en consecuencia, por lo ya demostrado, para cualquier vector An. 


			Mediante la extensión del vector, podemos definir fácilmente la «extensión» de un tensor covariante de cualquier rango. Esta operación es una generalización de la extensión de un vector. Nos restringimos al caso de un tensor de rango dos, ya que esto basta para dar una idea clara de la ley de formación. 


			Como ya se ha observado, cualquier tensor covariante de rango dos puede representarse* como la suma de tensores del tipo AnBo. Por lo tanto, bastará con deducir la expresión para la extensión de un tensor de este tipo particular. Por (26), las expresiones 
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			son tensores. Si hacemos los productos exteriores del primero por Bo y del segundo por An, obtenemos en cada caso un tensor de rango tres. Sumándolos, tenemos el tensor de rango tres 
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(27) 


			 


			donde hemos sustituido Ano = AnBo. Como el lado derecho de (27) es lineal y homogéneo para los Ano y sus primeras derivadas, esta ley de formación da un tensor no sólo en el caso de los tensores del tipo AnBo, sino también en el caso de una suma de tales tensores, esto es, cualquier tensor covariante de rango dos. Decimos que Anov es la extensión del tensor Ano. 


			Está claro que (26) y (24) conciernen sólo a casos especiales (la extensión de los tensores de rango uno y cero, respectivamente). 


			En general, todas las leyes de formación de tensores particulares están incluidas en (27), en combinación con el producto de tensores. 


			 


			§ 11. Algunos casos de especial relevancia 


			 


			El tensor fundamental. Primero probaremos algunos lemas que nos serán útiles de aquí en adelante. Por la regla de diferenciación de determinantes 
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		  (28) 


 


			El último miembro de la igualdad se obtiene del penúltimo, si tenemos en cuenta que gnogn´o = dnn´, de manera que gnogno = 4, y en consecuencia
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			De (28) se sigue que 
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			(29) 


		   


			Además, de gnvgov = dno, se sigue al diferenciar que 


            [image: ] 

            



(30) 


			 


			De estas ecuaciones, haciendo el producto mixto por gvx y gom respectivamente, más un cambio de notación de los índices, obtenemos 
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			(31) 


             


			y 

            
			 

            [image: ]

(32) 


			 


			La relación (31) admite una transformación de la que también haremos un uso frecuente. A partir de (21) tenemos 
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			(33) 


			 


			Insertando esto en la segunda fórmula de (31) obtenemos, en vista de (23), 
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			(34) 


			 


			Y sustituyendo el lado derecho de (34) en (29), tenemos 
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			(29a) 


			 


			La «divergencia» de un vector contravariante. Si tomamos el producto interior de (26) por el tensor fundamental contravariante gno, el lado derecho, tras una transformación del primer término, queda de esta forma 
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			De acuerdo con (31) y (29), el último término de esta expresión puede escribirse como  
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			Como los símbolos de los índices sumatorios son inmateriales, los primeros dos términos de esta expresión cancelan el segundo de la expresión anterior. Si entonces escribimos gno An = Ao, de modo que Ao sea un vector arbitrario como An, finalmente obtenemos 
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			(35) 


			 


			Este escalar es la divergencia del vector contravariante Ao. 


			El «rotacional» de un vector covariante. El segundo término en (26) es simétrico para los índices μ y ν. Por lo tanto, un tensor antisimétrico particularmente simple de construir es Ano - Aon. Obtenemos 
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			(36) 


			 


			Extensión antisimétrica de un seis-vector. Aplicando (27) a un tensor antisimétrico de rango dos Ano, y formando las dos ecuaciones que surgen por permutaciones cíclicas de los índices, al sumar estas tres ecuaciones obtenemos el tensor de rango tres 
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			(37) 


			 


			que, como es fácil de demostrar, es antisimétrico. 


			La divergencia de un seis-vector. Tomando el producto mixto de (27) por gnagob, también obtenemos un tensor. El primer término del lado derecho de (27) puede escribirse en la forma 
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			Si escribimos Av ab para gnagobAnov y Aab para gnagobAno, y en el primer término transformado reemplazamos  
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			por sus valores dados por (34), del lado derecho de (27) resulta una expresión consistente en siete términos, de los que cuatro se cancelan, y queda 
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			(38) 


			 


			Ésta es la expresión para la extensión de un tensor contravariante de rango dos, y también pueden formarse las expresiones correspondientes para las extensiones de vectores contravariantes de rango superior e inferior. 


			Anotemos que, de manera análoga, también podemos formar la extensión de un vector mixto: 
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			(39) 


			 


			Al contraer (38) respecto de los índices β y σ (producto interior por dbv), obtenemos el vector 
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			Por la simetría de {bc, a} respecto de los índices b y c, el tercer término del lado derecho desaparece si Aab es, como daremos por sentado, un tensor antisimétrico. El segundo término puede transformarse de acuerdo con (29a). De ese modo obtenemos 
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			(40) 


			 


			Ésta es la expresión para la divergencia de un seis-vector contravariante. 


			La divergencia de un tensor mixto de rango dos. Contrayendo (39) respecto de los índices a y v, y tomando en consideración (29a), obtenemos 
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			(41) 


			 


			Si introducimos el tensor contravariante Atv = gtx Axv en el último término, se transforma en 
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			Si además el tensor Atv es simétrico, esto se reduce a 
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			Si en vez de Atv introdujéramos el tensor covariante Aρv = gta gvbAab, que también es simétrico, el último término, en virtud de (31), adoptaría la forma 
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			En el caso de la simetría en cuestión, (41) podría reemplazarse entonces por las dos formas 
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			(41a) 
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			(41b) 


			 


			que tendremos que emplear más adelante. 


			 


			§ 12. El tensor de Riemann-Christoffel 


			 


			Ahora busquemos el tensor que puede obtenerse del tensor fundamental solo, por diferenciación. A primera vista la solución parece obvia. Colocamos el tensor fundamental gno en (27) en vez de cualquier tensor dado Ano, y así tenemos un nuevo tensor, que es la extensión del tensor fundamental. Pero es fácil convencerse de que esta extensión se anula idénticamente. No obstante, alcanzamos nuestra meta de la siguiente manera. En (27) introducimos  
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			esto es, la extensión del cuadrivector An. Luego (con un pequeño cambio de índices) obtenemos el tensor de rango tres 
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			Esta expresión sugiere que, si formamos el tensor Anvx - Anxv, los términos primero, cuarto y el último del corchete en la expresión de Anvx cancelan los términos correspondientes de Anxv, porque todos son simétricos en v y x. Lo mismo vale para la suma de los términos segundo y tercero. De ese modo obtenemos 
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			(42) 


			 


			donde 
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			(43) 


			 


			El rasgo esencial de este resultado es que el vector Aρ en el lado derecho de (42) aparece solo, sin sus derivadas. Del carácter tensorial de Anvx - Anxv, junto con el hecho de que At es un vector arbitrario, se sigue, en razón de la sección § 7, que  Bnvxt  es un tensor (el tensor de Riemann-Christoffel). 


			La importancia matemática de este tensor reside en que, si el continuo es de tal naturaleza que hay un sistema de coordenadas en referencia al cual las gno son constantes, entonces todas las Bnvxt  se anulan. Si escogemos cualquier otro sistema de coordenadas en lugar de las originales, las gno no serán constantes, pero como consecuencia de su carácter tensorial, las componentes transformadas de Bnvxt  se seguirán anulando en el nuevo sistema de referencia. Así pues, para la anulación del vector de Riemann es una condición necesaria que, mediante una elección apropiada del sistema de referencia, las gno puedan ser constantes. En nuestro problema esto corresponde al caso en el que,* con una elección adecuada del sistema de referencia, la teoría  de la relatividad especial es válida para una región finita del continuo. 


			Contrayendo (43) respecto de los índices x y t, obtenemos el tensor covariante de rango dos 


			 

[image: ]


			(44) 


			 


			Nota sobre la elección de coordenadas. Ya se ha observado en § 8, en conexión con la ecuación (18a), que se pueden elegir las coordenadas con ventaja de manera que [image: ]  = 1. Un vistazo a las ecuaciones obtenidas en las dos secciones anteriores muestra que, en virtud de esa elección, las leyes de formación de tensores se simplifican considerablemente. Esto vale en particular para Gno, el tensor que acabamos de obtener, que tiene un papel fundamental en la teoría que va a desarrollarse. Porque esta elección de coordenadas particularizada trae consigo la anulación de los Sno, con lo que el tensor Gno se reduce a Rno. Basándome en esto, de aquí en adelante daré todas las relaciones en la forma simplificada que se deriva de esta elección especializada de las coordenadas. Siempre será fácil volver a las ecuaciones covariantes generales si ello resulta deseable en algún caso especial. 


			 


			C. LA TEORÍA DEL CAMPO GRAVITATORIO 


			 


			§ 13. Ecuaciones del movimiento de un punto material en el campo gravitatorio. Expresión para las componentes del campo gravitatorio 


			 


			De acuerdo con la teoría de la relatividad especial, un cuerpo que puede moverse libremente, no sujeto a fuerzas externas, se desplaza con un movimiento rectilíneo y uniforme. Éste es también el caso, de acuerdo con la teoría de la relatividad general, para una parte del espacio cuatridimensional donde el sistema de coordenadas K0 puede escogerse, y se escoge, de manera que tienen los valores constantes especiales dados en (4). 




			Si consideramos precisamente este movimiento con cualquier sistema de coordenadas elegido K1, de acuerdo con las consideraciones de § 2, el cuerpo, observado desde la perspectiva de K1, se mueve en un campo gravitatorio. La ley del movimiento respecto de K1 resulta sin dificultad de la siguiente consideración. En relación con K0, la ley del movimiento corresponde a una línea recta cuatridimensional, es decir, una línea geodésica. Ahora bien, como la geodésica se define con independencia del sistema de referencia, sus ecuaciones también serán la ecuación del movimiento del punto material respecto de K1. Si ponemos 


			 


			Cnox = − {no,x}


(45) 


			 


			la ecuación del movimiento del punto respecto de K1 se convierte en 


			 

[image: ]


			(46) 


			 


			Ahora hacemos la suposición, que enseguida se nos plantea, de que este sistema de ecuaciones covariante también define el movimiento del punto en el campo gravitatorio en el caso de inexistencia del sistema de referencia K0, respecto del cual la teoría de la relatividad especial es válida en una región finita. Esta suposición está más que justificada, ya que (46) contiene sólo primeras derivadas de las gno, entre las cuales no subsiste ninguna relación, ni siquiera en el caso especial de que exista K0.* 


			Si los Cnox  se anulan, entonces el punto se mueve uniformemente en línea recta. Por lo tanto, estos valores condicionan la desviación del movimiento de la uniformidad. Son las componentes del campo gravitatorio. 


			 


			§ 14. Ecuaciones de campo gravitatorio en ausencia de materia 


			 


			En lo que sigue distinguiremos entre «campo gravitatorio» y «materia» de este modo: denotaremos como «materia» todo lo que no sea el campo gravitatorio. Así pues, nuestro uso de la palabra incluye no sólo la materia en el sentido ordinario, sino también el campo electromagnético. 


			Nuestra siguiente tarea es encontrar las ecuaciones del campo gravitatorio en ausencia de materia. Aquí volvemos a aplicar el método empleado en la sección precedente para la formulación de las ecuaciones del movimiento de un punto material. Un caso particular en el que las ecuaciones requeridas deben satisfacerse siempre es el de la teoría de la relatividad especial, donde las gno tienen ciertos valores constantes. Sea este el caso en cierto espacio finito respecto de un sistema de coordenadas K0 definido, en relación con el cual todas las componentes del tensor de Riemann Bnvxt , definido en (43), se anulan. Entonces, para el espacio en consideración, las coordenadas también se anulan en cualquier otro sistema de coordenadas. 


			En consecuencia, las ecuaciones requeridas del campo gravitatorio libre de materia deben satisfacerse en cualquier caso si todas las Bnvxt se anulan. Pero esta condición va demasiado lejos, porque está claro que, por ejemplo, el campo gravitatorio generado por un punto material en su entorno ciertamente no puede «liquidarse» mediante ninguna elección del sistema de coordenadas, es decir, no puede convertirse en el caso de gno constante. 





			Esto nos empuja a requerir para el campo gravitatorio libre de materia que el tensor simétrico Gno, derivado del tensor Bnoxt,  se anule. De ese modo obtenemos diez ecuaciones para las diez coordenadas gno, que se satisfacen en el caso especial de la anulación de todas las Bnoxt. Con la elección que hemos hecho del sistema de coordenadas, y tomando en consideración (44), las ecuaciones para el campo gravitatorio libre de materia son 
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			(47) 


			 


			Hay que señalar que en la elección de estas ecuaciones sólo hay un mínimo de arbitrariedad. Porque aparte de Gno no hay ningún tensor de rango dos que se forme a partir de las gno y sus derivadas que no contenga derivadas más allá de la segunda y que sea lineal en estas derivadas.* 


			Estas ecuaciones, que proceden, por el método de la matemática pura, del requerimiento de la teoría de la relatividad general, nos dan, en combinación con las ecuaciones del movimiento (46), la ley de la atracción gravitatoria de Newton en una primera aproximación, y en una segunda aproximación la explicación del avance del perihelio del planeta Mercurio descubierto por Le Verrier (tal como queda una vez corregidas las perturbaciones). Estos hechos deben tomarse, en mi opinión, como una prueba convincente de la corrección de la teoría. 


			 


			§ 15. La función hamiltoniana para el campo gravitatorio. Leyes del momento y de la energía 


			 


			Para mostrar que las ecuaciones de campo se corresponden con las leyes del momento y de la energía, lo más conveniente es escribirlas al modo hamiltoniano de la siguiente manera: 
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			(47a) 


			 


			donde, en la frontera de la región cuatridimensional finita de integración que tenemos en mente, las variaciones desaparecen. 


			Primero tenemos que demostrar que la forma (47a) es equivalente a las ecuaciones (47). Para ello contemplamos H como una función de las gno y las gvno (= 2gno / 2xv). 


			Entonces, en primer lugar 




             

            [image: ]

			 


			Pero 
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			Los términos que se derivan de los dos últimos términos entre paréntesis son de signo diferente, y resultan uno del otro (ya que la denominación de los índices sumatorios es inmaterial) mediante el intercambio de los índices n y b. Se cancelan mutuamente en la expresión para dH porque se multiplican por Cnba , que es simétrico respecto de los índices n y b. Esto deja el primer término del paréntesis redondo como el único en consideración, de modo que, teniendo en cuenta (31), obtenemos 
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			De donde 
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			(48) 


			 


			Desarrollando la variación en (47a), obtenemos en primer lugar 
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			(47b) 


			 


			que, teniendo en cuenta (48), concuerda con (47), como queríamos demostrar. 


			Si multiplicamos (47b) por gvno, entonces, dado que 
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			y, en consecuencia, 
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			obtenemos la ecuación 
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			o bien*  
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			(49) 


			 


			donde, considerando (48), la segunda ecuación de (47), y (34) 
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			(50) 


			 


			Hay que señalar que tva no es un tensor. Por otro lado, (49) se aplica a todos los sistemas de coordenadas para los que [image: ]  = 1. Esta ecuación expresa la ley de conservación del momento y de la energía para el campo gravitatorio. En efecto, la integración de esta ecuación sobre un volumen tridimensional V da las cuatro ecuaciones 
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			(49a) 


			 


			donde l, m, n denotan los cosenos de la dirección de la normal hacia dentro en el elemento dS de la superficie envolvente (en el sentido de la geometría euclidiana). Reconocemos aquí la expresión de las leyes de conservación en su forma usual. A los valores tva los identificamos como las «componentes energéticas» del campo gravitatorio. 


			Ahora voy a proporcionar las ecuaciones (47) en una tercera forma que es particularmente útil para una captación vívida de nuestro tema. Multiplicando las ecuaciones de campo (47) por gov se obtienen en la forma «mixta». Nótese que 
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			cuyo valor, en razón de (34), es igual a 
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			o (cambiando los símbolos de los índices sumatorios)  
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			El tercer término de esta expresión se cancela con el que surge del segundo término de (47); haciendo uso de la relación (50) el segundo término puede escribirse como 
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			donde t = taa. De este modo las ecuaciones (47) se convierten en 


             

[image: ]


			(51) 


			 


			§ 16. La forma general de las ecuaciones del campo gravitatorio 


			 


			Las ecuaciones de campo para el espacio sin materia formuladas en la sección § 15 tienen que compararse con la ecuación de campo  


			 


			d2 z = 0


	     


			de la teoría de Newton. Nos hace falta la ecuación correspondiente a la ecuación de Poisson 


			 


d2 z = 4rlt


			 


			donde t denota la densidad de materia. 


			La teoría de la relatividad especial ha llevado a la conclusión de que la masa inerte no es ni más ni menos que energía, lo cual encuentra su expresión matemática completa en un tensor simétrico de rango dos, el tensor de energía. Así pues, en la teoría de la relatividad general debemos introducir un tensor de energía correspondiente a la materia Tva que, como las componentes energéticas tv (ecuaciones 49 y 50) del campo gravitatorio, tendrá un carácter mixto, pero pertenecerá a la clase de los tensores simétricos covariantes.* 


			El sistema de ecuaciones (51) muestra cómo introducir este tensor de energía (correspondiente a la densidad t en la ecuación de Poisson) en las ecuaciones del campo gravitatorio. Porque si consideramos un sistema completo (como por ejemplo el sistema solar), la masa total del sistema, y por lo tanto también su acción gravitatoria, dependerá de la energía total del sistema, y por lo tanto de la energía ponderable junto con la energía gravitatoria. Esto puede expresarse introduciendo en (51), en vez de las componentes energéticas del campo gravitatorio solas, las sumas tnv + Tnv de las componentes energéticas de la materia y del campo gravitatorio. De este modo, en vez de (51), obtenemos la ecuación tensorial  
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			(52) 




			 



		  donde hemos hecho T = Tnn (escalar de Laue). Éstas son las requeridas ecuaciones del campo gravitatorio en forma mixta. Yendo hacia atrás desde aquí, obtenemos en lugar de (47) 
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			(53) 


			 


			Hay que admitir que esta introducción del tensor de energía de la materia no se justifica por el postulado de la relatividad solo. Por esta razón lo hemos deducido aquí del requerimiento de que la energía del campo gravitatorio tendrá la misma acción gravitatoria que cualquier otra clase de energía. Pero la razón más poderosa para la elección de estas ecuaciones reside en su consecuencia, y es que las ecuaciones de conservación del momento y de la energía, que se corresponden exactamente con las ecuaciones (49) y (49a), son válidas para las componentes de la energía total. Esto se demostrará en la sección siguiente. 


			 


			§ 17. Las leyes de conservación en el caso general 


			 


			La ecuación (52) puede transformarse fácilmente de modo que el segundo término a la derecha desaparezca. Contraigamos (52) respecto de los índices μ y σ, y después de multiplicar la ecuación resultante por [image: ] dnv sustraigamos el resultado de (52). Esto nos da 
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			(52a) 


			 


			Sobre esta ecuación efectuamos la operación ∂/∂xv. para obtener 
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			Los términos primero y tercero dentro del paréntesis interno se cancelan mutuamente, como puede verse intercambiando, en la contribución del tercer término, los índices sumatorios a y v, por un lado, y b y m por el otro. El segundo término puede remodelarse aplicando (31), con lo que obtenemos 
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			(54) 


			 


			El segundo término del lado izquierdo de (52a) da en primer lugar 
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			o bien 


             

            [image: ]

 


			Con la elección de coordenadas que hemos hecho, los términos que se derivan del último término dentro del paréntesis desaparecen en razón de (29). Los otros dos pueden combinarse mediante (31), y dan 
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			de modo que, considerando (54), tenemos la identidad 
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			(55) 


			 


			De (55) y (52a) se sigue que 
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			(56) 


			 


			Por lo tanto, de nuestras ecuaciones del campo gravitatorio resulta que las leyes de conservación del momento y de la energía se satisfacen. La manera más fácil de verlo es a partir de la consideración que lleva a la ecuación (49a); solo que aquí, en vez de las componentes energéticas tv del campo gravitatorio, tenemos que introducir la totalidad de las componentes energéticas de la materia y del campo gravitatorio. 


			 


			§ 18. Las leyes del momento y de la energía para la materia como consecuencia de las ecuaciones de campo 


			 


			Multiplicando (53) por ∂gno/∂xv obtenemos, por el método adoptado en § 15 y tras la eliminación de 
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			la ecuación 
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			o, teniendo en cuenta (56), 
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			(57) 


			 


			La comparación con (41b) evidencia que, con la elección de sistema de coordenadas que hemos hecho, esta ecuación afirma nada más y nada menos que la anulación de la divergencia del tensor de energía material. Físicamente, la presencia del segundo término en el lado izquierdo indica que las leyes de conservación del momento y de la energía no se aplican en sentido estricto a la materia sola, o que se aplican sólo cuando las gno son constantes, esto es, cuando las intensidades del campo gravitatorio se anulan. Esto puede hacerse aún más claro reescribiendo (57) en el sentido de (41) como 


             

[image: ]


			(57a) 


			 


			El lado derecho expresa el efecto energético del campo gravitatorio sobre la materia. 

			Así pues, las ecuaciones del campo gravitatorio contienen cuatro condiciones que gobiernan el curso de los fenómenos materiales. Dan las ecuaciones de los fenómenos materiales de manera completa, si es que son susceptibles de caracterizarse mediante ecuaciones diferenciales mutuamente independientes.* 


		   


			D. FENÓMENOS MATERIALES 


			 


			Las ayudas matemáticas desarrolladas en la parte B nos permiten ahora generalizar la formulación de las leyes físicas de la materia (hidrodinámica, electrodinámica de Maxwell) dentro de la teoría de la relatividad especial, para encajarlas en la teoría de la relatividad general. Una vez hecho esto, el principio de relatividad general no nos va a permitir una limitación ulterior de las posibilidades, pero nos hará constatar la influencia del campo gravitatorio en todos los procesos, sin tener que introducir ninguna hipótesis nueva. 


			Esto implica que no hace falta introducir supuestos definidos en cuanto a la naturaleza física de la materia (en un sentido más restringido). En particular, puede quedar abierta la cuestión de si la teoría del campo electromagnético en conjunción con la del campo gravitatorio proporciona una base suficiente para la teoría de la materia o no. En principio, el postulado de la relatividad general no puede decirnos nada sobre esto. Debe quedar por ver si, durante la elaboración de la teoría, el electromagnetismo y la doctrina de la gravitación son capaces, en colaboración, de conseguir lo que el primero no puede hacer solo. 


			 


			§ 19. Ecuaciones de Euler para un fluido adiabático sin fricción 


			 


			Sean p y t dos escalares, a los que llamaremos «presión» y «densidad» de un fluido respectivamente; y sea una ecuación subsistente entre ellos. Sea el tensor contravariante simétrico 
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		  el tensor de energía contravariente del fluido. A la misma clase pertenece el tensor covariante 
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			(58a) 


			 


			y el tensor mixto* 
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			(58b) 


			 


			Insertando el lado derecho de (58b) en (57a) obtenemos las ecuaciones hidrodinámicas eulerianas de la teoría de la relatividad general. En teoría, proporcionan una solución completa al problema del movimiento, ya que las cuatro ecuaciones (57a), junto con la ecuación entre p y t dada, y la ecuación 
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			son suficientes, dadas las gab, para definir las seis incógnitas 
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			Si las gno también se desconocen, entran en juego las ecuaciones (53). Son once ecuaciones para definir las diez funciones gno, así que estas funciones están sobredeterminadas. No obstante, debemos recordar que las ecuaciones (57a) ya están contenidas en las ecuaciones (53), de modo que éstas sólo representan siete ecuaciones independientes. Hay una buena razón para esta indeterminación, y es que la amplia libertad de elección de las coordenadas hace que el problema permanezca matemáticamente indefinido hasta el punto de que tres de las funciones del espacio puedan escogerse a voluntad.** 


			 


			§ 20. Ecuaciones del campo electromagnético de Maxwell para el espacio vacío 


			 


			Sean zo las componentes de un vector covariante (el potencial electromagnético). Con ellas formamos, de acuerdo con (36), las componentes Ftv del seis-vector covariante del campo electromagnético, conforme al sistema de ecuaciones 
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			(59) 


			 


			De aquí se sigue que el sistema de ecuaciones 


             

[image: ]


			(60) 


			 


			se satisface, siendo el lado izquierdo, por (37), un vector antisimétrico de rango tres. Por lo tanto, el sistema (60) contiene esencialmente cuatro ecuaciones que se escriben como sigue: 
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			(60a) 


			 


			Este sistema corresponde al segundo sistema de ecuaciones de Maxwell. Lo reconocemos de inmediato haciendo 
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			(61) 


			 


			Entonces, en lugar de (60a) podemos escribir, en la notación usual del análisis vectorial tridimensional,  
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			(60b) 


			 


			El primer sistema de ecuaciones de Maxwell lo obtenemos generalizando la forma dada por Minkowski. Introducimos el seis-vector contravariante asociado con Fab 
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			y también el vector contravariante Jn de la densidad de la corriente eléctrica. Entonces, tomando en consideración (40), las siguientes ecuaciones serán invariantes para cualquier sustitución cuyo invariante sea la unidad (en consonancia con las coordenadas elegidas): 
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			(63) 


			 


			Sean 
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			(64) 


			 


			cuyas componentes son iguales a las componentes Hx...Ez en el caso especial de la teoría de la relatividad restringida; y además 
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			con lo que, en lugar de (63), obtenemos 
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			(63a) 


			 


			Las ecuaciones (60), (62) y (63) constituyen la generalización de las ecuaciones de campo de Maxwell para el espacio vacío, con la convención que hemos establecido en cuanto a la elección de coordenadas. 


			Las componentes energéticas del campo electromagnético. Formamos el producto interior 
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			(65) 


			 


			Por (61), sus componentes escritas en forma tridimensional son 
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			(65a) 


			 


			kv es un vector covariante cuyas componentes son iguales al momento negativo o, respectivamente, la energía que se transfiere de las masas eléctricas al campo electromagnético por unidad de tiempo y volumen. Si las masas eléctricas tienen libertad, esto es, están bajo la única influencia del campo electromagnético, el vector covariante kv se anula. 


			Para obtener las componentes energéticas Tvo del campo electromagnético, sólo tenemos que dar a la ecuación kv = 0 la forma de la ecuación (57). Por (63) y (65) obtenemos en primer lugar 
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			El segundo término del lado derecho, en razón de (60), permite la transformación 
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			cuya última expresión, por razones de simetría, también puede escribirse en la forma 
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			que a su vez puede transformarse en 
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			El primero de estos términos puede simplificarse así 
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			y el segundo, tras efectuar la diferenciación, y después de alguna reducción, se transforma en 
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			Juntando los tres términos obtenemos la relación 
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			(66) 


			 


			Donde 
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			Si kv se anula, la ecuación (66) es, por (30), equivalente a (57) o (57a), respectivamente. Por lo tanto, las Tvo son las componentes energéticas del campo electromagnético. Con la ayuda de (61) y (64), es fácil mostrar que estas componentes energéticas del campo electromagnético en el caso de la teoría de la relatividad especial dan las bien conocidas expresiones de Maxwell-Poynting. 


			Hemos deducido las leyes generales que se satisfacen por el campo gravitatorio y la materia a base de emplear un sistema de coordenadas para el que  [image: ] = 1. De ese modo hemos conseguido una simplificación considerable de fórmulas y cálculos, sin dejar de cumplir el requerimiento de covariancia general; porque hemos obtenido nuestras fórmulas a partir de ecuaciones con covariancia general y especializando el sistema de coordenadas. 


			Una cuestión no carente de interés formal es si, con una definición correspondientemente generalizada de las componentes energéticas del campo gravitatorio y de la materia, aun sin especializar el sistema de coordenadas, es posible formular leyes de conservación en la forma de la ecuación (56) y ecuaciones del campo gravitatorio de la misma naturaleza que (52) o (52a), de tal manera que a la izquierda tengamos una divergencia (en el sentido ordinario) y a la derecha la suma de las componentes energéticas de la materia y de la gravitación. He encontrado que, en efecto, así es en ambos casos. Pero no creo que la comunicación de mis reflexiones un tanto extensas sobre este asunto valga la pena, porque después de todo no nos proporcionan nada sustancialmente nuevo. 


			 


			E 


			 


			§ 21. La teoría de Newton como primera aproximación 


			 


			Como ya se ha mencionado más de una vez, la teoría de la relatividad especial como caso particular de la teoría general se caracteriza por el hecho de que las gno tienen los valores constantes dados en (4). Por lo que ya se ha dicho, esto significa ignorar por completo los efectos de la gravitación. Llegamos a una aproximación más cercana a la realidad considerando el caso donde las gno difieren de los valores de (4) en cantidades pequeñas en comparación con 1, y en cantidades despreciables de segundo y tercer orden. (Primer punto de vista de la aproximación.) 


			Además se da por supuesto que en el territorio espaciotemporal en consideración las gno, con una elección de coordenadas apropiada, tienden hacia los valores de (4) a infinidad espacial. Esto es, estamos considerando campos gravitatorios que pueden verse como generados exclusivamente por la materia en la región finita. 


			Podría pensarse que estas aproximaciones deben conducirnos a la teoría de Newton. Pero a tal efecto todavía tenemos que aproximar las ecuaciones fundamentales desde un segundo punto de vista. Dirigimos nuestra atención al movimiento de un punto material conforme a las ecuaciones (16). En el caso de la teoría de la relatividad especial, las componentes 
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			pueden tomar valores cualesquiera. Esto significa que puede darse cualquier velocidad 
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			menor que la velocidad de la luz in vacuo. Si nos restringimos al caso que de manera casi exclusiva se ofrece a nuestra experiencia, de v pequeña en comparación con la velocidad de la luz, esto denota que las componentes 
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			se tratarán como valores pequeños, mientras que dx4/ds, hasta el segundo orden de cantidades pequeñas, es igual a uno. (Segundo punto de vista de la aproximación.) 


			Señalemos ahora que, desde el primer punto de vista de la aproximación, las magnitudes Cnox  son todas pequeñas al menos hasta el primer orden. Un vistazo a (46) nos muestra entonces que en esta ecuación, desde el segundo punto de vista de la aproximación, tenemos que considerar sólo los términos para los que n = o = 4. Restringiéndonos a los términos de orden más bajo, primero obtenemos en lugar de (46) las ecuaciones 
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			donde hemos hecho ds = dx4 = dt. O restringiéndonos a los términos que, desde el primer punto de vista de la aproximación, son de primer orden, 
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			Si además suponemos que el campo gravitatorio es un campo cuasiestático, confinándonos al caso donde el movimiento de la materia que genera el campo gravitatorio es lento (en comparación con la velocidad de propagación de la luz), podemos ignorar las diferenciaciones del lado derecho respecto del tiempo en comparación con las diferenciaciones respecto de las coordenadas espaciales, de modo que tenemos 
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			(67) 


			 


			Ésta es la ecuación del movimiento de un punto material según la teoría de Newton, en la que [image: ] g44 interpreta el papel del potencial gravitatorio. Lo notable de este resultado es que la componente g44 del tensor fundamental define por sí sola, en una primera aproximación, el movimiento del punto material. 


			Volvamos ahora a las ecuaciones de campo (53). Aquí tenemos que tomar en consideración que el tensor de energía de la «materia» viene definido casi exclusivamente por la densidad de materia en el sentido más restringido, esto es, por el segundo término del lado derecho de (58) (o, respectivamente, 58a o 58b). Si construimos la aproximación en cuestión, todas las componentes se anulan con la sola excepción de T44 = t = T. En el lado izquierdo de (53), el segundo término es una cantidad pequeña de segundo orden; el primero da, para la aproximación en cuestión, 
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			Para n = o = 4, esto nos da, con la omisión de los términos diferenciados con respecto al tiempo,  
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			La última de las ecuaciones de (53) nos da entonces 


			 


			d2 g44 =  lt 


(68) 


			 


			Las ecuaciones (67) y (68) juntas son equivalentes a la ley de gravitación de Newton. Por (67) y (68), la expresión del potencial gravitatorio se convierte en 
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			(68a) 


			 


			mientras que la teoría de Newton, con la unidad de tiempo que hemos escogido, nos da 
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			donde K denota la constante 6,7 × 10–8, usualmente llamada constante de la gravitación. Por comparación obtenemos 
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			(69) 


			 


			§ 22. Comportamiento de varillas y relojes en el campo gravitatorio estático. Curvatura de los rayos de luz. El avance del perihelio de una órbita planetaria 


			 


			Para llegar a la teoría de Newton como una primera aproximación hemos tenido que calcular sólo una componente, g44, de las diez gno del campo gravitatorio, ya que esta componente es la única que entra en la primera aproximación, (67), de la ecuación del movimiento del punto material en el campo gravitatorio. A partir de aquí, sin embargo, ya se ve que las otras componentes gno deben diferir de los valores dados en (4) por pequeñas cantidades de primer orden. Esto es requerido por la condición g = –1. 


			Para una masa puntual generadora de un campo en el origen de coordenadas obtenemos, en la primera aproximación, la solución radialmente simétrica 
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			(70) 


			 


			donde dtv es 1 o 0, para t = v o t ≠ v respectivamente, y r es  [image: ]. Por (68a) 
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			(70a) 


			 


			si M denota la masa generadora del campo. Es fácil verificar que las ecuaciones del campo (exterior a la masa) se satisfacen hasta el primer orden de cantidades pequeñas. 


			Examinemos ahora la influencia ejercida por el campo de la masa M sobre las propiedades del espacio. La relación 


			 


			ds2 = gno dxn dxo.


		   


			siempre se cumple entre las longitudes y los tiempos ds medidos «localmente», por un lado, y las diferencias de las coordenadas dxo, por otro. 


			Por ejemplo, para una medida de longitud unidad «paralela» al eje x, deberíamos hacer ds2 = –1; dx2 = dx3 = dx4 = 0. Por lo tanto, –1 = g11dx12. Si, además, la medida unidad está sobre el mismo eje x, la primera de las ecuaciones de (70) da 
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			De estas dos relaciones se sigue, de manera correcta hasta un primer orden de cantidades pequeñas, que 
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			(71) 


			 


			Así pues, la varilla unidad aparece un tanto acortada en relación al sistema de coordenadas por la presencia del campo gravitatorio, si la varilla se tiende a lo largo de un radio. 

			De manera análoga obtenemos la longitud de las coordenadas en dirección tangencial si, por ejemplo, hacemos 


		   


			ds2 = −1; dx1 = dx3 = dx4 = 0; x1 = r, x2 = x3 = 0.


			 


			El resultado es 


             


		  − 1 = g22dx22  = − dx22


			(71a) 


			 


			Por lo tanto, con la posición tangencial el campo gravitatorio del punto de masa no tiene ninguna influencia en la longitud de una varilla. 


			En consecuencia, la geometría euclidiana no es válida ni siquiera en una primera aproximación del campo gravitatorio, si queremos tomar una y la misma varilla, con independencia de su lugar y orientación, como constatación del mismo intervalo; aunque, desde luego, un vistazo a (70a) y (69) indica que las desviaciones esperables son demasiado pequeñas, con mucho, para resultar apreciables en las medidas sobre la superficie de la Tierra. 


			Examinemos ahora la rapidez de un reloj unidad, colocado en reposo dentro de un campo gravitatorio estático. Entonces tenemos para el periodo de un reloj ds = 1; dxl = dx2 = dx3 = 0. Por lo tanto 
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			o 
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	    (72) 


			 


			Así pues, el reloj va más despacio si se coloca en la proximidad de una masa ponderable. De esto se sigue que las líneas espectrales de la luz que nos llega desde la superficie de estrellas grandes debe aparecer desplazada hacia el extremo rojo del espectro.* 


			Examinemos ahora la trayectoria de los rayos de luz en el campo gravitatorio estático. Por la teoría de la relatividad especial, la velocidad de la luz viene dada por la ecuación 


			 


			− dx12 − dx2 − dx32 + dx42 = 0


			 


			y, por consiguiente, en la teoría de la relatividad general vendrá dada por la ecuación 


			 


			ds2 = gno dxn dxo = 0 

		  (73) 


		   


			Si la dirección, esto es, la razón dx1: dx2: dx3 viene dada, la ecuación (73) proporciona las siguientes cantidades 
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			y en consecuencia la velocidad 
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			definida en el sentido de la geometría euclidiana. Reconocemos fácilmente que la trayectoria de los rayos de luz debe ser curva en relación con el sistema de coordenadas, si los gno no son constantes. Si n es una dirección perpendicular a la propagación de la luz, el principio de Huyghens dice que el rayo de luz, visto en el plano (c, n), tiene la curvatura -∂c/∂n. 


			Examinemos la curvatura que experimenta un rayo de luz que pasa cerca de una masa M a una distancia Δ. Si escogemos el sistema de coordenadas de acuerdo con el diagrama acompañante, la curvatura total del rayo (calculada como positiva si es cóncava hacia el origen) viene dada con aproximación suficiente por 
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			mientras que (73) y (70) dan 
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			Llevando a cabo los cálculos, se obtiene 
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			(74) 
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			De acuerdo con esto, un rayo de luz que pase junto al Sol experimentará una desviación de 1,7˝; y un rayo que pase cerca del planeta Júpiter se desviará unos 0,02˝. 


			Si calculamos el campo gravitatorio con un grado de aproximación mayor, y calculamos también con la precisión correspondiente el movimiento orbital de un punto material de masa relativa infinitamente pequeña, encontramos una desviación de las leyes de Kepler-Newton del movimiento planetario. La elipse orbital de un planeta experimenta una rotación lenta, en la dirección del movimiento, de valor 
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			(75) 


			 


			por revolución. En esta fórmula a denota el semieje principal, c la velocidad de la luz medida a la manera usual, e la excentricidad, y T el tiempo de revolución en segundos.* Para el planeta Mercurio, el cálculo da una rotación de la órbita de 43˝ por siglo, lo que se corresponde exactamente con la observación astronómica (Le Verrier); porque los astrónomos han descubierto en el avance del perihelio de este planeta, tras haber tenido en cuenta las perturbaciones debidas a los otros planetas, un resto inexplicable de esta misma magnitud. 




			
	    

	 	
	    
             


			EL PRINCIPIO DE HAMILTON Y LA TEORÍA DE LA RELATIVIDAD GENERAL 


			 


			por Albert Einstein* 


			 


			H.A. Lorentz y D. Hilbert han conseguido recientemente** presentar la teoría de la relatividad general de una forma particularmente completa, derivando sus ecuaciones de un único principio variacional. Lo mismo se hará en este documento. Mi objetivo aquí es presentar las conexiones fundamentales de manera tan transparente y completa como lo permita el principio de relatividad general. En contraste con la presentación de Hilbert, introduciré tan pocos supuestos sobre la constitución de la materia como sea posible. Por otro lado, y en contraste con mi propio tratamiento reciente del tema, la elección de sistema de coordenadas será siempre completamente libre. 


			 


			§1. EL PRINCIPIO VARIACIONAL Y LAS ECUACIONES DE CAMPO DE LA GRAVITACIÓN Y LA MATERIA 


			 


			El campo gravitatorio se describirá de la manera usual mediante el tensor*** de las gno (o gno resp.), y la materia (incluyendo el campo electromagnético) mediante un número arbitrario de funciones espaciotemporales q(ρ) cuyo carácter teóricamente invariante ignoramos. Además, sea H una función de las{1} 
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			El principio variacional 
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			(1) 


			 


			proporciona entonces tantas ecuaciones diferenciales como funciones gno y q(ρ), que deben determinarse, habiendo convenido en que las gno y las q(ρ) varían de manera mutuamente independiente, y que las dq(t), dgno y 2dgno /2xv se anulan todas en los límites de integración. 


			Ahora supondremos que H es lineal en gvxno{2} de manera que los coeficientes de las gvxno dependen sólo de las gno. El principio variacional (1) puede reemplazarse entonces por uno que resulta más conveniente para nosotros. Con una integración parcial adecuada se obtiene 
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			(2) 


			 


			donde F es una integral extendida sobre las fronteras del dominio en consideración, mientras que la cantidad H* depende sólo de las gno, gvno, q(t), q(t)a, pero ya no de las gvxno. Para la variación que nos interesa, de (2) se obtiene 
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			(3) 


			 


			lo cual nos permite reemplazar el principio variacional (1) por el más conveniente 
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			(1a) 


			 


			Ejecutando la variación según las gno y las q(ρ) se obtienen las siguientes ecuaciones de campo de la gravitación y la materia** 
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			(4) 
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			(5) 


			 


			§2. EXISTENCIA SEPARADA DEL CAMPO GRAVITATORIO 


			 


			Las componentes energéticas no pueden separarse en dos partes tales que una pertenezca al campo gravitatorio y la otra a la materia, a menos que se introduzcan supuestos especiales sobre la dependencia de H de las gno, gvxno, q(t), q(t)a. Con el fin de hacer valer esta propiedad de la teoría, suponemos que 


			 





			H = G + M, 

		  (6) 


		   


			donde G depende sólo de gno, gvno, gvxno, y M depende sólo de gno, q(t), q(t)a. 


			Entonces las ecuaciones (4) y (5){3} adoptan la forma 
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			(7) 
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			(8) 


			 


			Aquí G* tiene la misma relación con G que H* con H. 


			Hay que señalar que las ecuaciones (8) o (5) tendrían que reemplazarse respectivamente por otras si supusiéramos que M o H dependieran respectivamente de otras derivadas de las q(ρ) más allá de las primeras. Similarmente, se podría imaginar que las q(ρ) no fueran mutuamente independientes, sino que estuvieran conectadas por ecuaciones condicionales adicionales. Todo esto es irrelevante para lo que sigue, ya que se basa únicamente en la ecuación (7), que se obtiene variando nuestra integral según las gno.{4} 


			 


			§3. PROPIEDADES DE LAS ECUACIONES DEL CAMPO GRAVITATORIO BASADAS EN LA TEORÍA DE INVARIANTES 


			 


			Introduzcamos ahora el supuesto de que 


			 


			ds2 = gno dxn dxo 

		  (9) 

            
	     


es un invariante. Esto fija el carácter transformacional de las gno. No presuponemos nada sobre el carácter transformacional de las q(ρ) que describen la materia. No obstante, las funciones  H = H/[image: ],  G = G/[image: ] y  M = M/[image: ] serán invariantes bajo sustituciones arbitrarias de las coordenadas espaciotemporales. De estos supuestos se sigue la covariancia general de las ecuaciones (7) y (8), que se han derivado de (1). Además se sigue que G (por un factor constante) es igual al escalar del tensor de curvatura de Riemann, porque no hay otro invariante con las propiedades exigidas para G.** Teniendo esto en cuenta, G*, y por ende el lado izquierdo de la ecuación de campo (7), queda completamente determinada.*** 


			El postulado de la relatividad general conlleva ciertas propiedades de la función G* que derivaremos ahora. Para ello efectuamos una transformación infinitesimal de las coordenadas haciendo 


			 


			xo´  = xo  + xo Dxo,

		  (10) 


		   







donde los ∆xν son funciones infinitesimales y arbitrariamente elegibles de las coordenadas, y las xol son las coordenadas de un punto del mundo en el nuevo sistema, el mismo punto cuyas coordenadas en el sistema original eran xo. Igual que para las coordenadas, hay una ley de transformación para cualquier otra magnitud }, del tipo 


			 


			}´ = } + D}, 


	     


			donde ∆} siempre debe ser expresable en términos de los ∆xo. De las propiedades covariantes de las gno se derivan fácilmente las leyes de transformación para las gno y las gvno: 
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			(11) 
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			(12) 


			 


			Se puede calcular ∆G* con la ayuda de (11) y (12),{5} ya que G* depende solo de las gno y las gvno. De este modo se obtiene la ecuación 
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			(13) 


			 


			donde hemos usado la abreviatura 


			 

            [image: ]


			(14) 


			 


			De estas dos ecuaciones extraemos dos conclusiones que son importantes para lo que sigue. Sabemos que G/[image: ]  es un invariante bajo sustituciones arbitrarias, pero no así G*/[image: ]. No obstante, es fácil probar que esta segunda cantidad es invariante bajo sustituciones lineales de las coordenadas. En consecuencia, el lado derecho de (13) siempre debe anularse cuando lo hacen todas las 22Dxv/2xo2xa. Entonces se sigue que G* debe satisfacer la identidad 


			 


			Svo = 0.


			(15) 


   


			Si además escogemos los ∆xv de manera que sean distintos de cero sólo dentro del dominio considerado, pero se anulen en una proximidad infinitesimal de la frontera, entonces el valor de la integral en la ecuación (2) extendida sobre la frontera no cambia durante la transformación. Por lo tanto tenemos 


			 


			∆(F) = 0 


			 


			y entonces** 
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			Pero el lado izquierdo de la ecuación debe anularse, ya que tanto  G/[image: ]  como [image: ] dx son invariantes. En consecuencia, el lado derecho también se anula. Debido a (13), (14) y (15),{6} luego obtenemos la ecuación. 
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			(16) 


			 


			Reordenando tras una doble integración parcial, y considerando la libre elección de los ∆xσ, se tiene la identidad 
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			(17) 


			 


			Ahora tenemos que extraer conclusiones de las dos identidades (15){7} y (17), que se siguen de la invariancia de  G/[image: ], esto es, del postulado de la relatividad general. 


			Las ecuaciones del campo gravitatorio (7) pueden transformarse primero por producto mixto con gno. Así se obtienen (intercambiando también los índices v y o) las ecuaciones equivalentes 
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			(18) 


			 


			donde hacemos 


			 

            [image: ]


			(19) 
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			(20) 


			 


			La última expresión para  tvo se justifica por (14) y (15). Tras la diferenciación de (18) respecto de xn y la suma sobre ν, teniendo en cuenta (17), se sigue 
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			(21) 


			 


			La ecuación (21) expresa la conservación del momento y la energía. Llamamos Tvo a las componentes energéticas de la materia, y tvo a las componentes energéticas del campo gravitatorio.  


			De las ecuaciones del campo gravitatorio (7) se sigue (tras multiplicar por gvno, sumar sobre µ y v, y considerando (20)) 
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			o, teniendo en cuenta (19) y (21), 
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			(22){8} 


			 


			donde Tno denota las cantidades gov Tnv. Son cuatro ecuaciones que deben satisfacer las componentes energéticas de la materia. 


			Hay que subrayar que los teoremas de conservación –con covariancia general– (21) y (22) se han derivado –empleando también el postulado de covariancia (relatividad) general– de las ecuaciones del campo gravitatorio (7) solas, sin ningún uso de las ecuaciones de campo (8) para los procesos materiales. 


			 



			 


			Notas adicionales de la traducción inglesa 


			 


			En su nota justo antes de las ecuaciones (4) y (5), Einstein introduce en el cálculo tensorial, de manera formal, la regla de la escritura abreviada de los sumatorios, que ahora se conoce en general como el convenio de sumación de Einstein. Se introdujo en el documento 30, pág. 296. 
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            EL PRINCIPIO DE HAMILTON Y LA TEORÍA DE LA RELATIVIDAD GENERAL
		
			 


			{1} La «q» con dos subíndices y dos superíndices se ha corregido aquí a «g». La segunda derivada de «q» dentro del paréntesis siguiente también se ha cambiado por «g», ambas con los índices como se indican. Las notas editoriales [6] y [7] tienen que ver con errores tipográficos similares. 


			{2} qvx no se ha corregido aquí a gvx no. 


			{3} «(4a)» se ha corregido a «(5)». 


			{4} «qno» se ha corregido a «gno». 


			{5} «(13)» y «(14)» se han corregido aquí a «(11)» y «(12)». 


			{6} «(14), (15), (16)» se han corregido aquí a «(13), (14), (15)». 


			{7} «(16)» se ha corregido a «(15)». 


			{8} El signo «–» delante del factor 2 1 se ha corregido aquí a «+». 

            


	



            

* Alef, símbolo de los números transfinitos de Cantor 




	




* Artículo donde un autor hace un estudio actualizado de los conocimientos en un campo de investigación, recopilando el trabajo que han hecho otros autores con la aportación de las referencias correspondientes. Generalmente se trata de estudios pormenorizados que dan lugar a artículos largos. (N. del T.) 




	





* En comparación con la velocidad de la luz. (N. del T.) 




	





* El título original en alemán es «Entwurf einer verallgemeinerten Relativitätstheorie und einer Teorie der Gravitation», A. Einstein y M. Grossmann, Zeitschrift für Mathematik und Physik, vol. 62, 1913, págs. 225-261. (N. del T.) 




	





* Albert Einstein, «Formale Grundlagen der allgemeinen Relativitätstheorie», Preussische Akademie der Wissenschaften, Sitzungsberichte, 1030-1085 (1914). (N. del T.) 




	






* En los textos modernos de relatividad general, los índices de las coordenadas se colocan arriba. (N. del T.) 




	






* LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory [Observatorio de ondas gravitacionales por interferometría láser]) públicó en febrero y junio de 2016, y junio de 2017, tres detecciones de eventos que se interpretan como detecciones directas de ondas gravitatorias emitidas por la fusión de dos agujeros negros. (N. del T.) 




	






* Es posible consultar esta colección en línea visitando la siguiente dirección de Internet: http://einsteinpapers.press.princeton.edu/ (N. del T.) 




	





* La referencia completa es: Journal of the Franklin Institute, vol. 221, n.º 3, págs 349-382. (N. del T.) 




	






* Véase la nota al pie de la página [A3] (N. del T.) 




	






* El jurado decidió declarar desierto el Premio Nobel de Física del año 1921. En estas circunstancias es posible otorgar el premio al año siguiente pero manteniendo en el premio la denominación del año anterior. (N. del T.) 




	






* Las siguientes dos traducciones están extraídas de la edición en inglés de The Collected Papers of Albert  Einstein (vol. 6, documentos 30 y 41). La primera sección del primer documento y la totalidad del segundo documento han sido traducidos por Alfred Engel; el texto restante del primer documento es una reimpresión de H. A Lorentz et al., The Principle of Relativity, trad. de W. Perrett y G.B. Jeffery (Methuen, 1923; Dover, 1952). (N. de la trad. inglesa.) 




	





** Traducción de Ambrosio García Leal, realizada a partir de la edición inglesa mencionada en la nota anterior. (N. del E.) 




	





* Por supuesto, una respuesta puede ser satisfactoria desde el punto de vista de la epistemología, y aun así no tener sentido físico, si entra en conflicto con otras experiencias. (N. de A. Einstein.) 




	





* Eötvös ha probado experimentalmente que el campo gravitatorio tiene esta propiedad con gran exactitud. (N. de A. Einstein.) 




	





** Damos por sentada la posibilidad de verificar la «simultaneidad» para sucesos inmediatamente próximos en el espacio, o para decirlo de manera más precisa, para la proximidad inmediata o coincidencia en el espacio-tiempo, sin dar una definición de este concepto fundamental. (N. de A. Einstein.) 




	





*  La unidad de tiempo debe elegirse de manera que la velocidad de la luz in vacuo medida en el sistema de coordenadas «local» sea igual a la unidad. (N. de A. Einstein.) 




	





* Mediante el producto exterior del vector de componentes arbitrarias A11, A12, A13, A14 por el vector de componentes 1, 0, 0, 0 producimos un tensor de componentes 


			 

			[image: ]

             


			Mediante la adición de cuatro tensores de esta clase, obtenemos el tensor Ano de componentes arbitrarias. (N.  de A. Einstein.) 




	





* Los matemáticos han demostrado que también es una condición suficiente. (N. de A. Einstein.) 




	





* Por § 12, las relaciones Bnvxt  = 0 sólo subsisten entre las segundas (y primeras) derivadas. (N. de A. Einstein.) 




	





* Hablando con propiedad, esto sólo puede afirmarse para el tensor 

             

			[image: ]


			 


			donde m es una constante. No obstante, si igualamos este tensor a cero, volvemos a las ecuaciones Gno = 0. (N.  de A. Einstein.) 




	





* La razón para introducir el factor −2l se hará evidente más adelante. (N. de A. Einstein.) 




	





* [image: ] serán vectores simétricos. (N. de A. Einstein.) 




	





* Sobre esta cuestión cf. H. Hilbert, Nachr. d. K. Gesellsch. d. Wiss. zu Göttingen, Math.-phys. Klasse, 1915, pág. 3. (N. de A. Einstein.) 




	





* Para un observador que usa un sistema de referencia en el sentido de la teoría de la relatividad especial aplicada a una región infinitamente pequeña, y se desplaza con él, la densidad de energía T44 equivale a t - p. Esto nos da la definición de t. Por lo tanto, t no es constante para un fluido incompresible. (N. de A. Einstein.) ** Si se excluye la elección de las coordenadas con g = –1, quedan cuatro funciones del espacio con libertad de elección, correspondientes a las cuatro funciones arbitrarias a nuestra disposición en la elección de coordenadas. (N. de A. Einstein.) 




	





* De acuerdo con E. Freundlich, las observaciones espectroscópicas de ciertos tipos de estrellas fijas indican la existencia de un efecto de esta clase, pero aún no se ha aportado una prueba crucial de esta consecuencia. (N. de A. Einstein.) 




	





* Para el cálculo me refiero a los artículos originales: A. Einstein, Sitzungsber. d. Preuss. Akad. d. Wiss., 1915, pág. 831; K. Schwarzschild, ibid., 1916, pág. 189. (N. de A. Einstein.) 




	






* Traducción de Ambrosio García Leal. (N. del E.) 




	





** Cuatro artículos de H.A. Lorenz en los volúmenes de 1915 y 1916 de Publikationer d. Koninkl. Akad van  Wetensch. te Amsterdam; D. Hilbert, Gött. Nachr. 1915, Heft. 3. (N. de A. Einstein.) 




	





*** En lo sucesivo no se tendrá en cuenta el carácter tensorial de las gno. (N. de A. Einstein.) 




	





** A modo de abreviatura, se han omitido los símbolos sumatorios en las fórmulas. Debe efectuarse un sumatorio sobre los índices que aparecen dos veces en un término. Por ejemplo, en (4) [image: ] denota el término  [image: ]. (N. de A. Einstein.) 




	





** Ésta es la razón por la que los requerimientos de la relatividad general llevan a una teoría de la gravitación bien distinta. (N. de A. Einstein.) 




	





*** La ejecución de la integración parcial da 

             

			[image: ]




	





** Introduciendo G y G* en vez de H y H*. (N. de A. Einstein.) 
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